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1 DT e S A T A -

i -Sejak penerbltan edISl perdananya pada ‘tahun 1983, buku ini telah 'enam
kah dicetak ularig. Tujuh kali'cetak dalam waktu delapan tahun merupakan bukti
betapa buku ini semakin luas dxgunakan Peniggunaannya yang kian meluas
1tulah yang rnendorong penuhs untuk melakukan peIengkapan dan perbaikan.

.7 L b .._. y o I_”"_!Jf
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Lt Dalam edisi'kedua ini, bukan §aja jumlih babnya bertambah, tetap1 materi

- dan bahasan pada hampir semua bab pun dlperluas dan diperdalam. Pemngkatan .

* yang dilakukan bukan- ‘pula hanya mengenal penyajian konsep—konsep mate-
. matik- murninya, tétapi juga ‘dalam hal’ penyuguhan kasus-kasus penerapannya di
" ‘bidang bisnis dan- ckonorm Ini’semua-dimaksudkan demi lebih memuaskan
‘- pengguna bukn ini, baik’ para ‘mahdsisva untuk keperluan bela]ar maupun para
+...dosen untuk keperluan'mengajar: . - ¢

-Secara material dan struktural, buku ini mengalami peningkatan dan

o "perombakan besar.-Jika-edisi pertama hanya berisi 12 bab, maka dalam edisi

. - "kedua ini terdapat-'15 ‘bab. Materi "sistem bllangan ‘dan "limit" yang semula
hanya ‘merupakan-sub- bab kini- masmg miasing berdiri sebagai bab tersendm

-"-* tentu saja’dengan uraian- yang leblh mendasér dan luas. Bab’ tambahan lamnya‘

-adalah konsep "teori permainan" (game theory), tamplltsebagax bab ke-15.
“Materi” mengena1 fungsi linear, fungsi non-linear, kalkulus diferensial, matriks

. .dan' programasi linear (sekarang menjadi Bab: bab 6, 7,9, 10,12 dan 14) kini
dluralkan secara lebih terinci;'dengan pengenalan konsep-konsép ‘matematik
muminya'secara lebih fundamental dan penerapan blsms-ekonommya yang lebih
beragam. TR .

T Sejurnlah materi baru turut memperkaya ed1s1 kah ini. Mereka antdra lain
adalah penyelidikan miengenai simhetri, pérpanjangan, asimtot dan faktorisasi
sebuah fungsi (Bab 5); penerapan fungsi linear dalam analisis IS-LM (Bab 6);

F—

" model Gompertzian, kurva belajar dan kurva efisiensi Wright (Bab 7); serta:
konsep limit sisi-kiri, limit sisi-kanan dah kesinambungan (Bab 8). Dalam .

“topik kalkulus diferensial (Bab 9 dan Bab 10) diungkapkan hakekat defivatif,
penyidikan titik ekstrem dengan uji tanda (sign fest), serta optimisasi dengan
metode Kuhn-Tucker. Bab 12 yang membahas matriks kini dilengkapi dengan
konsep matriks pan131 dan eliminasi Gaussian. Sedangkan Bab 14 yang
membahas programast linear kini dilengkapi dengan penyelesaian secara aljabar
serta dua model tablo untuk penyelesaian secara simplex.’

Meskipun edisi kedua ini lebih tebal, tidaklah berarti (bagi dosen pengajar)
semua bab atau materi harus diuraikan d1 kelas. Bab- bab atau materi tertentu

Ne
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cukup ditugaskan kepada mahasiswa untuk dibaca dan dipelajari sendiri, atau

didiskusikan di dalam kelas asistensi. Hal ini mengingat karena materinya _
memang relatif sederhana, pernah diajarkan di sekolah menengah tingkat atas.

. Materi-materi yang sederhana demikian sengaja masih tetap disajikan di dalam

. : " 0 .
buku ini, sekadar sebagai "catatan penyegar" guna membantu memahami

keseluruhan isi buku secara bertahap. . . S

* Lo : [ - i . I
Dalam menggunakan buku ini untuk matakuliah "Matematika”, perigajar

- perlu selektif menentukan materi-materi yang hendak dibahas.di dalam kelas,

‘ : sesuai dengan strata pendidikan dan program studi yang diasuh. Harus dibedakan

antara materi untuk jenjang SO (akademi, non-gelar) dan jenjang S1 (fakultas,
sekolah tinggi). Bahkan untuk jenjang S1 pun perlu dibedakan antara untuk
bagian/jurusan akuntansi, manajemen,. serta (ilmu ekonomi dan) . studi
pembangunan; tergantung apakah di situ matakuliah inj. diajarkan hanya satu
semester (Matematika I) ataukah dua'semester, (Matematika I dan Matematika
). : .
A . < N - |
Seperti halnya edisi pertamansﬂa, edisi kedua buku ini.juga -dirancang
sedemikian rupa sehingga tidak saja bermanfaat bagi , mahasiswa ekonomi yang
tengah menémpu}l matakuliah Matematika, tetapi juga bagi mereka yang tengah

‘menempuh matakuliah, Ekonomika Mikro dan Ekonomika Makro. Begitu pula

bagi mereka, yang menempuh rpai_akuliah Metoda Kuantitatif_(Operations

. Research). Bahkan, karena contoh-contoh kasus bisnisnya yang .demikian

beragam, buku ini layak pula menjadi j)egangan dasar bagi mahasiswa Program
M.B.A. yang berlatar belakang S1 bukan dari fakultas ekonomi. . - !

Meskipun pelengkapan dan pérbaikan telah dilakukan; bukanlah musfahil
pepatah "tiada gading yang tak retak” masih berlaku untuk edisi ini. Kegadingan
buku ini semata-mata adalah berkat karunia-Nya, sedangkan keretakan yang ada

. sepenuhnya bersumber dari dan merupakan tanggung jawab penulis. o

Yogya, April 1991
. . E Dy
i

i. - A A
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PENGANTAR EDISI PERTAMA .
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Matematik merupakan alat untuk menyederhanakan penyajian dan pema-
haman masalah. Dengan menggunakan bahasa matematik, suatu ir_la_sa]ah dapat
menjadi lebih séderhana untuk disajikan, dipa_hémi, dianalisa dan dipecahkan.
_ Sebagai sebuah ilmu yang senantiasa berkembang, ekonomi tak Iuput dari
-hasrat untuk menerapkan matematika dalam bahasan-bahasannya. Berbagai kon-

sep matematika kini menjadi alat analisis yang penting dalam ilmu ekonomi.
Ilmu ekonomi modern memang ccndcmrig m’_enj adi semakin matematis.

Buku ini berisi uraian mengenai penerapan konsep-konsep matematika
dalam bidang bisnis dan ekonomi. Materi disusun berdasarkan kebutuhan atau
rencana kuliah matematika selama dua semester pada fakultas- fakultas ckonomi,
sekolah tinggi ekonomi dan akademi-akademi yang menga]arkan ilmu yang
berkaitan dengan bidang bisnis dan ekonomi. Materi ‘buku ini bahkan telah
dlterapkan dalam pengajaran matematika pada Fakultas Ekonomi Universitas
Gadjah’ Mada, sejumlah fakultas-ekonomi universitas swasta dan akademi-
akademi sejenis di Yogyakarta. Setiap bab diawali dengan uraian mengenai

“model-model matematika mumni, disusul dengan penjelasan ringkas tentang
logika dari konsep-konsep ekonomi yang mienerapkan model tersebut, kemudian
penerapan model matematika itu sendiri dalam konsep ekonomi yang bersang-
kutan beserta contoh-contoh praktisnya. Dengan cara penyajian demikian
diharapkan konsumen buku ini dapat secara bértahap dan sistenatis memahami
konsep matematika murninya, logika ekonommya dan kemudlan pencrapan
model/konsep matematika tersebut dalam bidang ekononu

Bagian pertama buku berisi konsep-konsep dasar matematika. Teori
himpunan, deret, pangkat, akar dan logaritma tersaji di sini; berikut penerapan
ekonominya seperti dalam analisis perkembangan usaha, analisis pertumbuhan
penduduk dan teori nilai uang. Bagian kedua menguraikan tentang fungsi.
Berbagai model ekonomi baik yang linear maupun non-linear digambarkan pada
bagian ini seperti'model fungsi permintaan, fungsi penawaran, fungsi biaya,
fungsi penerimaan, fungsi produksi, fungsi utilitas, fungsi konsumsi, fungsi
tabungan, fungsi investasi, fungsi pajak dan fungsi impor. Begitu juga berbagai
analisis yang berhubungan dengannya seperti analisis keseimbangan pasar,
pengaruh pajak dan subsidi, analisis keuntungan maksimum dan analisis
pendapatan nasjonal.

Selanjutnya bagian ketiga menguraikan tentang kalkulus - diferensial dan '
integral - serta penerapan konsep kalkulus tersebut dalam berbagai analisis dan
model pengambilan keputusan ekonomi. Bagian keempat berisi aljabar linear;



konsep-konsep matriks serta peranannya dalam analisis input-outi)ut dan
programasi linear diuraikan pada bagian ini. Terakhir, bagian kelima memuat
sebanyak seratus soal-jawab penerapan matematika dalam bidang bisnis dan
ekonomi. Bagian terakhir ini dapat disajikan sarana bagi para mahasiswa untuk
pemahaman lebih lanjut analisis ekonomi secara matematika. Di samping
soal-jawab terapan, dalam buku ini terdapat pula sejumlah soal-soal matematika
murni - yang kunci jawabannya tersedia di halaman-halaman akhir - sebagai
bahan atau sarana latihan. .

Buku ini juga dirancang sedemikian rupa sehingga tidak saja bermanfaat
bagi mahasiswa ekonomi yang tengah menempuh kuliah matematika, tetapi
juga bagi mahasiswa yang sedang menempuh kuliah ekonomi mikro dan
ekonomi makro. Mahasiswa yang berminat memahami kedua matakuliah
tersebut secara kuantitatif-matematis, dapat menggunakan buku ini sebagai
pelengkap acuan, mengingat penerapan matematika dalam ekonomi tak lain
adalah penerapannya dalam ekonomi mikro dan ekonomi makro. '

Tidak sedikit sejawat yang secara langsung maupun- tak langsung turut
memungkinkan tersusunnya buku.ini, terutama sesama rekan dosen pada
Fakultas Ekonomi Universitas ,Gadjah Mada, Yogyakarta. Begitu pula para
mahasiswa yang sempat mengemukakan kritik dan koreksi ketika materi buku
ini disampaikan masih dalam bentﬁk konsep, dalam forum kuliah. Akhirnya,
semua kebenaran yang terkandung di dalam buku ini semata-mata hanyalah
berkat kemurahan-Nya dalam menuntun penulis menuju kebenaran, sedalngkan
segala kekeliruan yang terdapat di sini sepenuhnya bersumber dari dan meiijadi
tanggung jawab penulis. . o B

Yogyakarta, April 1983
|
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PETUNJUK PENGGUNAAN BUKU

Mengingat tebalnya buku, pengajar perlu selektif menentukan materi-materi yang
hendak dibahas di dalam kelas, sesuai dengan strata pendidikan dan program studi yang
diasuh. Hanis dibedakan antara materi untuk jenjang D3 atau SO (akademi, program
nongelar) dan jenjang 81 (fakultas, sekolah tinggi, program gelar), tergantung apakah
‘mata kulizh "Matematika™ diajarkan hanya satu semester ataukah dua semester
(Matématika I dan Matematika II). Berikut disampaikan saran penggunaan buku ini,

sebagai pedoman dalam pengajaran mata kuliah matematika.

TINGKATAN D3 ATAU S0
(Program Tanpagelar)
satu semester

Bab 4
Bab 5 [s.d. Sub-bab 5.3}
Bab 6 [s.d. Seksi 6.5.10]
Bab-9 [s.d. Seksi 9.6.6]
Bab 11

Mahasiswa diwajibkan mempelajari sen-
diri Bab 1,2, dan 3; atau dibahas dalam
kelas asistensi. .

TINGKATAN S1
(Jurusan AXuntansi)
satuy semester

Bab § '
Bab 6 f{hanya s.d. Seksi 6.5.10]
Bab 7 Thanya s.d. Seksi 7.3.8]

"Bab 9 [9.1 dar9.3 opfional]

Bab 10 [Sub-bab 10.5 optional]
Bab 11 [hanya s.d. Seksi 11.3.5) .
Bab 12 [12.4 dan 12.6 optional}

Mahasiswa diwajibkan mempelajari sen-
diri Bab'1,2,3, dan 4; atau dibahas da-

= lam kelas asistensi.

. TINGKATAN §i
(Jurusan Manajemen dan Jurusan Studi Pembangunan)
mata kuliah Matematika diajarkan dua semester

Matematika I

Bab 1

Bab 4

Bab 5

Bab 6

Bab 7

Bab 8

Bab 9

P

Bab 2 dan 3 untuk dipelajari sendiri oleh
mahasiswa, atau dibahas di kelas asisten-
si. Antara Bab 9 dan Bab 10 bisa bertu-
kar semester.

Matematika Il

Bab 10
Bab 11
Bab 12
Bab 13
Bab 14
Bab 15

Bab 15 (Teori Permainan) bersifat optio-
nal, diajarkan jika waktu masih tersedia;
atau diganti dengan materi Persamaan .
Diferensi/Diferensial.
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MATEMATIKA TERAPAN UNTUK BISNIS
DAN EKONOMI

wy Edisi Soal-Jawab

Buku ini dilengkapi dengan buku soal-jawab, dijilid terpisah;
berisi puluhan soal-jawab penerapan matematika dalam bisnis dan
ekonomi, dengan langkah-langkah penyelesaiannya serta berbagai siasat
untuk memecahkan soal-soal yang sebagian data/informasinya
tersembunyi. Di situ juga terlampir jawaban soal-soal ujian sisipan dan
ujian akhir "Matematika 1" serta "Matematika IT", yang pernah diujikan
oleh penulis di Fakultas Ekonomi UGM.

Buku soal-jawab pelengkap tersebut sangat berguna sebagai
sarana latihan, dan tidak beredar di pasar umum. Anda dapat mem-
perolehnya dengan mengisi dan mengirimkan formulir terlampir di
sebelah. Pesanan ditujukan langsung ke alamat:

Dumairy
Fakultas Ekonomi Universitas Gadjah Mada, Yogyakarta

* BPFE-Yogyakarta
Fakultas Ekonomi Umversntas Gadjah Mada; Yogyakarta

atau
JI. Gambiran Neo: 37, Yogyakarta .

« Penyalur-penyalur resmi BPFE-Yogyakarta.

~ Pesanan harus dilakukan dengan menggunakan formulir asli,
bukan fotokopiannya, dan dilayani hanya selama persediaan masih ada.
‘Untuk mempércepat pelayanan, bubuhkan kede "MTBE-SI" pada sudut
kiri-atas amplop saudara.
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. ey BAB 1 | ot T
e T HIMPUNAN | }; SR

. Teori hlmpunan bersnfat sangat mendasar, dalam. matemauka Ia melan-

= dasi hamplr semua cabang ilmu hltung moderen Berkenaan dengan sifat men-
dasarnya itu, maka pada bagian -awal buku ini terlebih dahulu dibahas hal
1khwal yang berhubungan dengan teori hlmpunan (set theory).. g

Dalam kehldupan sehari- han tanpa dlsadarl manusna sebenarnya sudah :
sermg menerapkan konsepsi hlmpunan Berbaga1 nama perkumpulan seperti

Hlmpunan Masyarakat Pencinta Buku, Hlmpunan Mabhasiswa Islam, Perhim-
‘punan .Ekonomi Pertanian Indonesia dan Hlmpunan Kerukunan Tani In-
- donesia, ‘secara- tidak' disadari’ sudah- merupakan penerapan konsepsi him-
punan. Pdra mahasiswa juga sudah ' ‘terbiasa mempraktekkannya, misalnya
dengan menggolongkan dosen-dosen tertentu (dalam hal pemberian "nilai)
sebagai dosen keras dan dosen-dosen lainnya sebagai -dosen lunak. Bahkan
anak-anak kecil pun sudah sering melakukan. pembentukan hlmpunan
mlsalnya berupa tindakan mengelompokkan mainan-mainan sejenis.

. - - - ‘ R o

- - e ' 3 it L

o !-r“F B . > . ¥ da b e . P LN
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1.1 PENGERTIAN HIMPUNAN, 7 e e

Hlmpunan adalah suatu kumpuian atau. ‘gugusan: dari selumjah obyek.
Obyek-obyek yang mengisi atau membentuk sebuah himpunan disebut ang-
gota -atau elemen, atau unsur. Obyek-obyek suatu himpunan sangat bervariasi;
‘bisa berupa orang-orang tertentu, hewan-hewan tertentu,..tanam-tanaman
tertentu, benda-benda tertentu, buku-buku tertentu, angka- angka tertentu dan

] sebagamya Dalam penyajlan secara umum himpunan dilambangkan dengan
- ”huruf huruf besar seperti 4, B, C,-P, Q, R.:X..Yatau Z, Sedangkan,obyek-

it -
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obyek yang menjadi anggota suatu himpunan dilambangkan dengan huruf-
huruf kecil seperti g, b, c, p, g, r, x, ¥y atau z,

Penulisan matematis (Notasi) :

P € A berarti bahwa obyek p adalah merupakan anggota (atau unsur, atau
elemen) dari himpunan A. ,
Jika setiap anggota dari himpunan 4 juga merupakan anggota dari himpunan-
lain B, dengan perkataan lain p €4 juga p €B, maka A disebut himpunan-
bagian (subset) dari B.
Notasi : n
A C B berarti bahwa A merupakan himpunan-bagian dari B.

Dua buah himpunan dikatakan sama atau sederajat apabila semua ang-
gota dari himpunan yang satu juga merupakan anggota-anggota bagi him-
punan yang lain, dengan perkataan lain_jumlah dan jenis anggota-anggota

*_kedua himpunan tersebut sama. :

-Notasi :
A = B berarti bahwa himpunan A sama dengan himpunan B, yakni jika
dan hanya jika A C Bserta BC A, ' —
- . . ;
Pernyataan ingkaran atau bantahan terhadap p €4, ‘4 CBdan 4 '= B
masing-masing dituliskan dengan notasi p€ A A¢ Bdan A +B, Déngan
demikian, notasi : .

]

p €& A artiniya obyek p bukan merupakan anggota dari himpunan A.
A ¢ B artinya A bukan merupakan himpunan-bagian dari B. {

A # B artinya himpunan A4 tidak sama dengan himpunan B.

1.2 PENYAJIAN HIMPUNAN

Penyajian sebuah himpunan dapat dituliskan dengan dua macam ‘cara,
cara daftar dan cara kaidah. Cara daftar ialah dengan mencantumkan selurudr,
obyek yang menjadi anggota suatu himpunan; sebagai contoh : T

A = {1,2,3,4,5)

berarti himpunan 4 beranggotakan bilangan-bilangan bulat positif 1,}2, 3,

4 dan 5. ' l
Adapun cara kaidah ialah dengan menyebutkan kar}lktefistik tertentufdari
obyek-obyek yang menjadi anggota himpunan tersebut; sebagai contoh :



4 = {x0<x<6} ) i

berarti himpunan A’ beranggotakan obyck x, di mana x adalah bilangan-
bilangan bulat posmf yang ‘Jebih besar: dar: ‘nol tetapl leblh kecnl dari

enar.

Untuk hlmpunan A di atas, penyajlannya secara kaidah dapat pula dltuhskan
sebagai berlkut -

A = {x1< x< 5}
"~ berarti himplinan A beranggbtakén' 6bye!( x'yang hafgar_gya paling 'quikit
sama dengan satu-dan paling banyak sama dengan lima.

.= -~ o1 5 . .
f L RN e FF PR O .t

1.3 HIMPUNAN UNIVERSAL DAN HIMPUNAN KOSONG -

‘Kecuali dinyatakan lain, setiap himpunan tertentu dianggap terdiri dari
beberapa hlmpunan-bagla'n yang masing-masing menipunyai. anggota. Him-
punan “besar” tadi dinamakan himpunan universal, atau sering disebut-dengan
hlmpunan saja, dan dalam penulisannya dilambangkan dengan notasi U. Him-
punan kosong adalah h;mpun_an yang tidak mempunyai satu anggotapun,

biasanya dilambangkan dengan notasi { } atau @ Secara teoretik, himpunan

kosong adalah merupakan hlmpunan bagian dan setlap h:mpunan apapun.
t

Berdasarkan adanya konsep hlmpunan umversal yang merupakan induk
Ibagl semua himpunan, dan hlmpunan kosung yang ‘merupakan hlmpunan-
bagian dari setiap himpunan, 'maka terhadap setlap hlmpunan tertentu
(misalkan A) berlaku ketentuan : @ C A cCuU

" Guna memperoleh pemahaman yang lebih jelas tentang pengertian-
pengertlan dasar himpunan, berikut ini disajikan beberapa ilustrasi.

Andalkan klta mem:hkl data beberapa hlmpunan sebagal benkut

+ Pl

U= 0,1 z&45673ﬂ S e

A = 1{0,1,2,3,4}
B2 (567,89} C ¢ T e o
C = {0, 152,3,84} - Lot ene o .1;.-_‘._-" -

Kesimpulgn yang bisa ditarik berkenaan data di atas adalah :’

x€lU dimanal0< x<€ 9
yEA dimana0< y< 4
. ZEB dimapasS<.2< 9. . . . . S
. YEC dimana0< y< 4. oo 0l e
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h

ACU BCU dan cCcu ) |
A=C A+B  dan B #C

¥ €A dan juga y EC, maka AC Cdan CC 4

¥ €B, dan di lain pihak z ¢ 4 serta z €C

. BCA, @ C.B, @CC dan .@CU
sCAC U, @CBC U dan @CCCU. i

1.4 OPERASI HIMPUNAN : GABUNGAN, lRlSAN
SELISIH DAN PELENGKAP '

Di bawah ini diuraikan beberapa "aturan main” dalam pengoperasian
himpunan; dalam hubungannya dengan gabungan, irisan dan selisih dari dua
buah himpunan, serta pelengkap sebuah himpunan. !

: i
Gabungan funion) dari himpunan A dan himpunan B, dituliskan dengan.notasi
.A U B, adalah himpunan yang- beranggotakan obyek obyek mnhk A atau
obyek obyek milik B. -, . X

AU B={xxEAaauXEB}" ’

Irisan ({intersection) dari himpunan A dan himpunan B, dituliskan dengan
notasn A N B, adalah hlmpunan yang beranggotakan baik obyek milik 4
matpun obyek milik B; dengan perkataan lain, beranggotakan obyek-obyek
yang dimiliki oleh A4 dan B secara bersama

AN B =- {xx €EAdan x-& B}

Dalam halA N B = ra. yakni jiké A dan B tidak mempﬁnyai satupun anggota
yang dimiliki bersama, maka A4 dan B dikaiakan disjoin (disjoint).

. . T
Selisih dari himpunan A dan himpunan B, dituliskan dengan notasi A — B atau
A|B, adalah himpunan yang beranggotakan obyek-obyek milik A yang bukan
obyek milik B. )

¢

A—B = A|B= {x x€EA tetapi x §B} -

Pelengkap (complement) dari sebuah himpunan A4, dituliskan dengan notasi A4,
adalah himpunan yang beranggotakan obyek-obyek yang tidak dimiliki oleh A,
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dengan perkataan lain, /4-adalah sama dengan selisih antara himpunan univer-
sal U dan himpunan A.. -

A= [xxCEUtetapix €A} =U—A

“Aturan main” dalam pengoperasian- h'imbunan ini akan lebih mudah
dipahami dengan bantuan Diagram Venn sebagaimana digambarkan berikut :

vy .. X - U
@ . | ‘ ) " ‘ ;l ‘d‘ ) : ‘ @
AU B = bagian yang diarsir _ oA n B .= bagian yang diarsir
U. - U.

y

///4

A = bagian yang diarsir  Gambar 1-1 §_= bagian yang diarsir

"

Berikut ini disajikan sedikit ilustrasi berkenaan dengan ”"aturan main
-dalam pengoperasian himpunan.

Anggaplah kita mempunyai himpunan-himpunan berikut :

U = 1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

P = {1,2,3,475}

QO = 14,5,6,7,8)

R = {6,789} ,
Maka :

PUQ = {1,2,3,4,5,6,7,8} .

PUR = (1,2,3,4,5,6,7,8,9} =U .

QUR = {4,5,6,7,8,9} ,
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{4,5)

PNQ = ; P—9 = {I1,23}
PNR= {} =90 _ P—R= 11,2345}
@GNR = {6,7,8} Q—R = {4,5) -

P = {6,7,8,9} =U—P
0 = {1,2,3,9=U—0Q S
R = {1,2,3,4,5} =U—R '

1.5 KAIDAH-KAIDAH MATEMATIKA .
DALAM PENGOPERASIAN HIMPUNAN

Dalam péngoperasian lebih lanjut teori himpunan, berlaku beberapa
kaidah matematika sebagaimana terinci di dalam daftar berikut -

'Kaidah-kaidalh Matematika dalam Pengoperasian Himpunan

Kaidsh Idempnlcn
la. AUA=A . b, AN A=A

Kaidah Asosiatif
22.(A.UB)UC=AU(BUC) 2b.'(A'ﬂB)ﬂ_C=AO(BﬂfC)

Kaidah Knmulal‘if:
Ja. AUB=BUA " W ANB=BNA

1
3

“ b
i

|

" Kaidah Distribulif
da. AUBN O =AU BNIAUC 4b. AN (BU =4 N B)LHA r‘l':‘C')

.i.

Kaidah Identitas

5a. AU B = A . ShANB=0 f
6a. AUU=U 6b. AN U=4
Kaidah Kelengkapan
7a. AU A =U 7. AN A =9
8a. (A) = A : ' g8b. =9 & =U o

Knidah De Morgan
9a. (AU By = ANA 9. (AN B =AUB




Selanjutnya daftar di bawah i ini menampilkan kembali berbagal lambang
yang dlgunakan dalam teon himpunan, beserta artinya.

Lan-lpgl‘lg-lal'nb‘ang- dallam__Tetln:i Hlmdpurfan dan Artinya |
No. Lambang “-Arti ._ ~ Contoh Penggunasn
[ o - R
L € anggota x EA : obyek x adalah anggota
(element) dari himpunan A4
2. C himpunan-ba-| ACB : A “adalah himpunan ba-
: Co ‘gian (subsel) . | - . gian dari B -
3. U | gabungan’ AUB : gabungan antara
. ~ (union) A dan B
4 Jf - 0 - |irisan. -~ - | ANB : irisan antara.
‘ (intersection) . 7 -Adan B
5. — selisih A — B : sclisih antara A diku-
e o rangi B
6. Av. .| pelengkapA4 | A =. bilangan positif
' A = bilangan.negatif
AR I 2 himpunan L
o N universal
8. [ e himpunan
kosong. . |. T ST

a) sering juga dituliskan dengan notasi A
b) ada pula yang melambangkan' dengan S -
C) sering juga dituliskan dengan notasi{}-

4

Latihan 'Himpunan

:l Gambarkan sebuah diagram Venm untuk menunjukkan hxmpunan uni-
Ty versal U dan hlmpunan-hlmpunan-baglan A serta B jika : '{"

U = {1,2,3,4,56,7,8} A
A = {2:,\31 51‘,7‘} N C . . -7 ,-.?f . - -
B = {13478 U i

Kemudian selesaikan :

-\ oo
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@A—B ~ (9ANB () ANB )
(b) B— 4 (d AUB.  ° () BNA |

‘2. Gambarkan sebuah diagram Venn yang menunjukkan himpunan -univer-
sal U serta himpunan-himpunan-bagian 4 dan B untuk :

U= {miw<d) L ' : -
A = [6,7,9,10,13} -
B = {4,511} .

Kemudian selesaikan : .

(a) A—B - (c AMB. . ‘(e)AUE_J

(b)) B— A4 . (d),4ANB - . (hAUB

3. Andaikan 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14} .
J ~ .

(I T |

U 1
A 1,2,3,5,6
B 3,4,6,7,13V
C 56,7,8,9, 10, 131
' -G’ar_ﬁt}é‘rk;ﬂ 'aihgi'am Veénn-nya kemudian selesaikan =

@ANB - (d) AUB (g)(flU_B)ﬂC
(B).BNC = = (& AUBUC , . () ANBNC
(g CNA MO ANBNC () ANBAOC

Untuk soal-soal nomor 4 sampai dengan nomor 8 berikut, andaikan himpunan
universal U = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9) sedangkan "

P= {2,4,6,8% danQ= (0,59} sertaR=- {3,7,9} . Tanpa
menggunakan diagram Venn, tentukan : N

4 (@ B35 ,789) ) 8 (Le3merfiy R Con1,5363)

5. @PNQ(C ) (© PNR() (& QNR (8) :
b PUQ (010,4/5%3 2(d) PUR (1,3,4,0,7,5,(% QUR (2137:9 )
6. @ P—Q(24C9) (© PNG ('z,q,g,gje) P~(@Q—R)-
®MQ—P(p6:/9) (d PNQ 'Co,g,g)(t) P—-Q—R

7. (3) PU(QNR) © (PUQN(PUR) \
(b) PN(QUR) (d)—(—P—F}Q)U(PﬁR)

8. (@ PUQ ‘(//(c) PNQ \



Himpunan

9.

10.

1

Berdasarkan hukum-hukum matematika dalam pengoperasian himnpunan,
sebagaimana tercantum pada daftar di muka, sederhanakanlah
pernyataan-pernyataan himpunan berikut :

(Rup) UA = BUA

@ BUBUA): () AUMNB)  CauB)N(AUB) = LA GA)
= AJB

Apabila U adalah sebuah himpunan universal, tentukan mana yang benar
dan yang salah di antara pernyataan-pernyataan di bawahini :

@Aaud=U" @cug=ce/ @) @E=Ux

AN A = Axg DCNC =8x HEA—OUC=A—C*>
©BNU = B (@DN@ = @v (KBNB—D) = BUD>
@BUU = U- (WDND =

Dv () (AUD)—D=A—DY

LYK PERPUSTARAAN |
. FAKULTAS EHONGR) ji
UNIVERSITAS ISLAY INBONESIA™
. _YOGYAKARTA

i ik
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Bilangan nyata dapat_positif_maupun negatif. Bilangan khayal adalah
bilangan yang berupa akar pangkat genap dari suatu_bilangan negatif. Perbe-
daan antara kedua jenis bilangan ini ialah bahwa bilangan nyata mengandung
salah satu "sifat” secara tegas yaitu_: atau positif atau negatif, dan tidak kedua-
duanya. Sedangkan bilangan khayal tidak jelas_sifatnya, apakah positif
ataukah negatif. Bilangan khayal yang mengandung kedua sifat positif dan
negatif sekaligus, disebut bilangan kompleks. !

Contoh bilangan nyata : 2; -2; 1,1; 7 -1,1

9 9
Contoh bilangan khayal : \/(-4)= + 2: \/ (-1,4641)= + 1,1

Pada dasarnya setiap bilangan, positif ataupun negatif, jika berpangka{t genap
akan selalu menghasilkan bilangan positif. Dengan demikian sukar sekali
dibayangkan bagaimana hasil akhir dari suatu bilangan negatif yang berada di
bawah tanda akar berpangkat .genap. Oleh karenanya bilangan seperti itu
dinamakan bilangan khayal. .

Bilangan rasional adalah hasilbagi .antara_dua bilangan, yang berupa
bilagggn_bmg_f;‘ﬁfﬁ '_bigi"ﬁba pecahan dengan desimal tﬂe_rbg_t_a‘s_, atau ﬂeEima]
berulang. Sedangkan bilangan irrasional adalal hasilbagi antara.dua bilangan,
berupa pecahan dengan desimal tak terbatas dan tak berulang, termasuk

- bilangan n dan bilangan'e. Bilangan bult adalah hasilbagi antara dua bilangan

)

.yang hasilnya bulat, termasuk 0 (o)), Bilangan pecahan adalah hasilbagi an-

tara dua bilangan yang hasilnya pecahan dengan desimal terbatas-atau-desimal
-— . _— - —_— T - = _—_‘\_—— w -

berulang, . '

——

Berdasarkan pembatasan di atds, maka yang membedakan apakah sesuatu
bilangan tergolong bilangan rasional ataukah bilangan irrasional ialah faktor
"keterbatasan” dan “keberulangan” desimalnya. Adapun perbedaan antara
bilangan bulat dan bilangan pecahan (keduanya tergolong bilangan rasional)
kiranya sudah cukup jelas, sehingga tidak perlu lagi diterangkan, i ‘

1

0,1492525 tergolong bilangan rasional :
0,1492525393993969--- tergolong bilangan irrasional
0,149262626 tergolong bilangan rasional

Dengan menggunakan pendekatan teori himpunan, pernyétaan-
pernyataan di bawah ini akan memperjelas penggolong-golongan bilangan
tersebut,

— Semua bilangan bulat adalah bilangan rasional, tapi tidak semua bilangan
rasional berupa bilangan bulat. . )

— Semua bilangan pecahan adalah bilangan rasional, tapi tidak semua
bilangan rasional berupa bilangan pecahan.
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— Semua bilangan irrasional adalah bilangan berdesimal, tapl tidak semua
bilangan berdesimal adalah bilangan irrasional. -

Selain ]ems-]ems bllangan sebagalmana terural pada skema di muka,
masih terdapat lagi tiga jenis bllangan yahg menyangkut bllangan_bulaLpQSItlf
Mereka adalah bilangan asli, bllangan cacah dan btlangan pnma .

A .Bilangan asli 1alah semua bllangan bulat posmf tidak termasuk nol. Sean—
dainya hlmpunan bllangan asli kita Iambangkan dengan notasi A, maka :
A=A11,2,3,4,5 ... dan seterusnya } .

Bilangan cacah ialah semua b:langan bulat positif atau nol J 1ka himpunan
bilangan cacah kita lambangkan dengan notam C, maka : Co.
C=40,1,2,3,45 ..........c... dan seterusnya } .

Bilangan prima ialah bilangan asli yang besarnya tidak sama dengan satu

_dan hanya "habis” (maksudnya bulat) dibagi oleh. dirinya sendiri. Jika him-

_ .punan bllangan prima dilambangkan dengan notasi P, maka :
P={ 2, 3,57, 11, ..., “.....dan seterusnya}

[N

2.1 HUBUNGAN PERBANDINGAN ANTARB'ILAN,GA.N

Sekarang marilah kita bahas bagaimana bilangan-bilangan nyata saling
berhubungan satu sama lain secara relatif. Dalam hal ini kita akan bekerja
‘dengan empat macam tanda ketidaksamaan, yang secara sepintas sebenarnya
siidah kita temukan pada Sub-bab 1.2 di muka. Tanda-tanda ketidaksamaan
yang dimaksud adalah sebagai berikut :

Tanda < melambangkan "’lebih kecil dari’’

Tanda > melambangkan "’lebih besar dari’’ -

Tanda £ melambangkan "’lebih kecil dari atau sama (dengan”’
Tanda > melambangkan "lebih besar dari atau sama dengan”’

Bilangan-bilangan nyata mempunyai sifat-sifat hubungan perbandmgan
sebagai berikut :

1. Jikaa< b, maka-a2 -b
sedangkan jika ¢ > b, maka -a < -b
2. Jikaa< bdanx.2 0, makax.a< x.b |
. sedangkan jika > b dan x > 0, makax.a > x.b . -
3. Jikna< bdanx<-0, makaxa3'xb 0 '
sedangkan jikaa > b dan x < 0, maka x.a < x.b

4 Jikaa< bdanc< d, makaa +c< b+ d
sedangkan jikaa > bdanc> d, makaa + cz b + d

Keberlakuan sifat-sifat di atas dapat d111hat dan pembuktlan pada contoh
contoh di bawah ini.
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- ... Untuk sifat ke-1 :

Andaikan ¢ = 4dan b = §, maka a <bsebab4 < 6 dan-a> --b
. sebab -4 > -6. Sedangkan jika a = 8dan b = 6, makaa> b
sebab 8'> 6 dan -z <-b sebab -8 <-6;
Untuk sifat ke-2 :

!

I
. Andaikan a = 4.dan b = 6 serta x = 3, maka x.a <x.b .
sébab 3.4 ="12<3.6 = 18. Sedangkan jikag = 8dan b = 6 serta
x = 3, maka x.a > x.bsebab3.8 = 24> 36 ="18. Co
Untuk sifat ke-3 :

+

Andaikana = 4dan b = 6sertax = -3. makax.a > x.b '
sebab (-3)4 = -12 > (-3)6 = -18. Sedangkan jika a=8danb = 6
serta x = -3, maka x.a <x.b sebab (-3) 8 = -24 <(-3)'6 = -18.
Untuk sifat ke-4 : ' __
Andaikan g = 4dan b = 6sertac = Sdand = 7,makaa + c<b + d
sebab4 + 5 = 9<6 + 7 = 13.'Sedangkan jikag = 8 dan b = 6 serta
c=5dand =3, makaa + c> b + dsebab8 + 5=13> 6+ 3 = 9.

2.2 OPERASI BILANGAN

I
Bilangan-bilangan n)'rata ‘memenuhi kajdah-kaidah tertentu z:apabila

mereka dioperasikan, Operasi penjumlahan dan perk;aliari bilangan nyata
memenuhi kaidah-kaidah sebagai berikut :

[
1. Kaidah Komutatif . . . -

Dalam menjumlahkan dua bilangan ¢ dan &, perubahan urutan antara ke-
duanya tidak akan mengubah hasil penjumlahan. ' '

! 1
a+b=0+aq I'

4 +6=6+4

Hal yang sama berlaku juga untuk perkalién, perubahan urutan pericalian
antara dua bilangan tidak akan mengubah hasilnya.

ax b=hbhxag

4 X 6=06x4
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2.

Kaidah Asosiatif

Dalam menjumlahkan tiga bilangan a; b dan ¢ — atau lebih — perubahan.
cara pengelompokan bilangan-bilangan tersebut tidak akan .mengubah hasil
penjumlahan. ™~

(a+b)+c=a+(b+c)

(4+6)+5=44+(6+3)

Begitu pula datam hal perkalian, perubahan cara pengelompokan bilangan-
bilangan tidak akan mengubah hasil .perkalian. : ;
5 - : C

(ax b)yxc=ax (bxc)

(4x6)yx5=4x(6x5)

Kaidah Pembalalan-

Jika jumlah & dan ¢ sama dengan jumlah b dan ¢, maka ¢ sama dengan b;
dengan perkataan lain :

jika -a+e=b+c
maka a=>b

Jika hasilkali ¢ dan ¢ sama dengan hasilkali » dan ¢, dimana c¢ adalah
bilangan nyata bukan-nol, maka a sama dengan b; jadi :

jika ac
@

bc (e#0) -
maka -, L s

IF

Kaidah Distributif - ST

Dalam pengalian bilangan a terhadap jumlah ( b + c¢), hasilkalinya adalah
sama dengan jumlah hasilkali « & dan hasilkali  c. Dengan perkataan lain,
hasilkali sebuah bilangan terhadap suatu penjumlahan adalah sama dengan
jumlah hasilkali-hasilkalinya.

a(b+c)y=ab+ac '

4(6+5)=(4x6)+(4%5)
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5. Unsur Penyama

Unsur penyama dalam penjumlahan (pengurangan) adalah bilangan nol,
sebab jumlah (selisih).antara suatu bilangantertentudan 0 adalah bilangan
itu sendiri,

1
1
1
1
1
1
1
'

Unsur penyama dalam perkalian (pembagian) adalah bilangan satu, sebab
hasilkali (hasilbagi) antara suatu bilangan tertentu dan 1 adalah bilangan itu
sendiri. ‘ ' :

ax1l=a ) a:l=a

4 x1 =4 4 :1 =4

-
»

6. Kebalikan ' ' T L

. ' !
Setiap bilangan nyata mempunyai sebuah balikan penambah ( additive in-
verse ); jumlah antara bilangan tertentu dan balikan penambahnya adalah
sama dengan nol.

a +(-a)=0

4 +(4)=0

Bilangan -4 disebut balikan penambah dari 4 atau negatif dari 4.
Setiap bilangan nyata bukan—nol mempunyai sebuah balikan pengali
(multiplicative inverse); hasilkali bilangan tertentu terhadap balikan
pengalinya adalah sama dengan satu. - . . . )
|

a x =1

1
a ' .- -

Al

ax L -

4

Bilangan L disebut balikan ;;engéli dari 4.
4 .



Sistem Bilangan ~ * 19

2.3 OPERASI TANDA

Sampai sejauh ini, dalam pengoperasian bilangan kita baru membahas
bilangan-bilangan dengan satu macam tanda yakni positif. Sekarang marilah
kita bahas bagaimana pengoperasian bilangan-bilangan tersebut berkenaan
dengan tanda-tanda yang melekat padanya.

2.3.1 OperaS| Penjumlahan

(a) Jumlah dari dua bilangan positif ( + @ ) dan ( + & ) adalah sebuah bi-
langan positif baru ( + ¢) yang nilainya lebih besar.

(+a)Y+(+b)=(+7¢)
(+4)+(+6)=(+'1d)'

(b) Jumlah dari dua bllangan neganf (- a) dan(-b ) adalah sebuah bilangan.
negatif baru ( - ¢) yang nilainya leb1h kecil.

(-a)+(-6)=(-c)
(-4)+ (-b)=(-10)

(¢) Jumlah dari bilangan positif ( + a-) dan bilangan negatif ( - & ) adalah
bilangan positif ( + ¢} jika harga mutlak a lebih besar dari harga mutlak
b, atau bilangan negat:f( d) jika harga mutlak a leblh kecil dari harga
mutlak b.

(+a)+(-b)=(+¢) jika |a|> | b
(+9)+(-6)=(+3)

atau

(+@a)+(-b)=(-d}) Jika |a|<|b|
(+4)+(-6)=(-2) |

(d) Jumlah dari bilangan negatif ( - @ ) dan bilangan positif ( + &) adalah
bilangan positif ( + ¢) jika harga mutlak a lebih kecil dari harga mutlak b,
atau bilangan negatif ( - & ) jika harga mutlak a lebih besar dari harga
mutlak b.

(-a)+(+b)=(+¢c) . . Jka Ja|<|b]|,
(-4)+(+6)=(+2)
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atau

L(-a)+(+b)=(-d) “jika_Jal> (5] ]
(-9)+(+6)= (-3 '

2.3.2 Operasi Pengurangan

(a) Selisih antara dua bilangan positif (- + @) dan ( + &) adalah bilan‘gz.m po-
sitif ( + ¢ ) jika harga mutlak a lebih besar dari harga mutlak b, atau
bilangan negatif ( - ) jika harga mutlak a lébih kecil dari harga mutlak 5.

J(+a)y—(+b) =(+0) jika |a|[>|b] | °
(+9)—(+6)=(+3)
B T ) —(+ b)) =(-d) jika |a|<|b]| ]

(+4)—(+6)=(-2)

(b) Selisih antara dua bilangan negatif ( - ¢ ) dan ( - b) adalah bilangan positif
( + ¢) jika harga mutlak g lebih kecil dari harga mutlak b, atau bilangan
negatif ( - 4 ) jika harga mutlak a lebih besar dari harga mutlak b.

[(-a)—(-b)=(+c) jika |a|<|b|
(-4)—(-6)=(+2)
[(-a)—(-b) =(-d) jika [da|> | b]
(-9)—(-6)=(-3)

1

atau

. () Selisih antara bilangan positif ( + ¢ ) dan bilangan negatif ( - &) :ladalah
sebuah bilangan positif baru { + ¢); hal ini identik dengan penjumlahan
dua bilangan positif.

L(+a)—(-b)=(+0)] ,
(+4)—(-0)=(+10) '

(d) Selisih antara bilangan negatif ( -a ) dan bilangan positif { + & ) adalah
sebuah bilangan negatif baru ( - ¢ ); hal ini identik dengan penjumlahan
dua bilangan negatif.

[(ca)—(+b)=(-¢) |
(-4)—(+6)=1(-10)

2.3.3 Operasi Perkalian

(a) Hasilkali antara dua bilangan positif ( + a) dan( + b), serta antara dua

bilangan negatif ( - a ) dan ( - b)), adalah sebuah bilangan positif ( + ¢ ).
Ll
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[Gaox(+b) (‘+-c)' .I(-a)X(-b.)="(.+_c).]

|"‘__(*;L'z’t”)§<'('+=6)‘ (‘454) Ak (16) = (+24)

by Hasﬂkall antara dua’ bllangan yang berlaman tanda ( + a) dan( b) atau
( a) dan ( + b) adalah sebuah bnlangan negatif- (-c).

Lera) x(2b)=t-c) I_* LC a)x(+b)—( c).]
(+4)x(--6) (24) (4)x(+6)-—(24)

L . - . o 4 T

N

2 3 4 Operam Pembaglan S h

IR 4 . T

(a) Hasilbagi antara dua bilangan positif ( + @) dan( + & ), serta antara dua
bllangan negatif ( - @) dan ( b), adalah sebuah bllangan posmf (+ ¢).

_ ey (rby=(ra] [Ca) b) = (+.0)]
e a (+8) (+4)"=‘(+2) ~;-5-'(-8) (v-4) (+2) '

- 1,!,5,.:"‘

+

-~

(b) Ha51lbag1 antara dua bllangan yang berlainan tanda (+ a) dan (-b ), atau
(- a) dan ( +_b), adalah. sebuah bllangan negauf - r.')

‘-l(+a>-( )—(c)l l(a)(+b) -c)[
-.»i:.-. (+8)(4) (2) (8)(+4) (2)

tor ‘.. Yo of

2. 4 OPERASI BILANGAN PECAHAN

~ ) L

Bilangan pécahan 1alah blIangan rasxonal yang (benar ‘dugaan anda 1)

tidak bulat atau tidak utuh. Berdasarkan cara penulisannya, bilangan pecahan

_bisa dibedakan atas pecahan biasa dan pecahan desimal. Pecahan biasa selalu

menunjukkan bentuk pembaglan antara dva bilangan, Sebagal contoh, pecah-

an 2 menunjukkan bentuk pembaglan 3: 4 pecahan < menunjukkan bentuk
.4 5

pembagian 2 : 5. Setiap. pecahan biasa pada dasarnya dapat diubahbentuk

. - ,menjadi pecahan desimal, yakm dengan cara mengisikan atau mencantumkan

. angka—angka tertentu yang memenuhl di belakang.tanda-koma. Jadi, pecahan

" biasa = dapat dltuhskan men_]adr pecahan desimal 0,75, sedangkan z menjadl

4 5.

0 -] ' . X B VT '_‘", 3 '&".f LAl - . .~
4 + - . .
. " PRV
- . 4 e -

3 u

Dalam suatu ‘pecahan blasa terdapat dua, macam ‘:uku yaltu suku terbagi
' (numerator) dan suku pembag: (denommator) .Suku terbagl terletak di atas -
garlsbagl sedangkan suku pembagl terletak di bawahnya Dalam contoh

© 3 dan 2 ‘tadi, angka 3 dan- angka 2 masmg-masmg adalah suku terbagi, se-
a 5 )

‘dangkan angka 4 dan ang_ka 5 masm_g-masmg adalgi_h sy!c_u pembagl.

PRV
Ty Mo
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_ _ ‘i
Berdasarkan nilai-nilai (maksudnya : harga mutlak) dari 'sukﬁ-sukunya
pecahan biasa dibedakan menjadi tiga macam_ yaitu pecahan layak, pecahan

: tak-layak dan pecahan kompleks. Pecahan layak ialah pecahan .yang harga

mutlak - suku terbaginya ilebih kecil dari harga mutlak suku pembaginya.

" Apabila pecahan layak ini d1des1malkan angka di depan tanda koma akan se-

lalu berupa angka nol. Pecahan 2 dan ' dalam’ contoh di atas merupakan
4 5

contoh-contoh pecahan layak. Sedangkan pecahan tak-layak ialah pecahan

“yang harga mutlak suku terbaginya sama dengan atau lebih besar dari harga

mutlak suku pembaginya. Jika ia didesimalkan, angka di depan tanda koma

akan berupa angka bukan-nol. Contoh pecahan tak layak mlsalnya 4,1,8

al 4’ 4

dan = — yang bila d1desxmalkan masmg-masmg akan menjadl 1, 0 1,75;
5

LU I

'+ <2,25 dan 3,2. o oo IR S

YR Fl A . .-i___‘ '

Adapun pecahan kompleks 1alah pccahan yang pada salah satu atau
kedua-dua sukunya terdapat satu pecahan atau lebih. Jadi jika -pada suku ter-
bagi (atau pada suku pembagi, atau bahkan pada kedua suku tersebut) masih -
terdapat lagi satu atau beberapa pecahan, maka pecahan demikian dinamakan
pecahan kompleks. -Dari- beberapa contoh .yang..disajikan: di-bawah akan
terlihat kompleks:tas pecahan seperti ini; padd suku'térbagi terdapat suku pem-
bagi, sementara pada suku pembagi terdapat suku terbagi. ngkas kata,
pecahan kompleks jalah pecahan yang mengandung pecahan. Dalam penulisan
sebuah pecahan kompleks, garisbagi 'yang memisahkan” antara suku-terbagi
utama dan suku-pembagi utama harus dlbuat lebih panjang dari. gansbagl lam—
nya. PR, e NP " .
Contoh pecahan kompleks : '

@, 4. ol

.
m|n|m ]

, Pecahan kompleks pada akhxrnya akan mengarah. ke 'salahi satu bentuk' men-,

jadi pecahan layak atau menjadi pecahan tak-layak. Apabila kita selesaikan
atau sederhanakan, pecahan kompleks (a) dan (c) ‘dalam conioh di atas akan
menjadi pecahan layak, sedangkan pecahan kompleks (b) dan (d) tak lain
adalah pecahan tak- layak

Apablla sebuah bllangan terdm dan sebuah bllangan bulat dan sebuah
pecahan, ia dmamakan bllangan campuran Angka 2i atau 2 75 adallah se-,
buah bilangan campuran sebab 2_ adalah sama dengan 2 +23 atau d| lain

4
pihak, 2,75 adalah sama dengan 2 + 0,75. Pecahan tak-layak pada hakekamya '
adalah blIangan campuran, karena ia dapat diuraikan menjadi sebuah bllangan
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bulat dan sebuah pecahan, ia bahkan dapat berubah menjadi sebuah bilangan
bulat saja. Itulah- sebabnya ia dijuluki sebagai pecahan tak-layak, karena ia
tidak mu_rni sebagai sebuah pecahan. .

Setelah membahas secara panjang lebar berbagai jenis dan pengertian
bilangan pecahan kini marilah kita pahami prinsip- prinsip pengoperasiannya,
dalam hal ini pengoperasmn pecahan blasa

L

2.4.1 Opera_si Pemadanan

Suku-suku dalarﬁ sebuah pecahan dapat diperbesar atau diperkecil tanpa
, 'mengubah nilai pecahannya, sepanjang keduanya (suku terbagi dan suku pem-
- bagi) dikalikan atau dibagi dengan bilangan yang sama. Secara umum :

F

Contoh memperbesar pecahan et oE

27 _2x5_10,10 J10x4_ 40 40 40 x'c
3

: 0 - ; dst.
60 60.% ¢

Ix5 15 15. 1% 4 - 60

Peéahan-pecahan g’ E 40 40 ¢

3 15 60 60 ¢
Pembesaran padanan = dapat dllakukan secara tak terbalas
3

—— adalah sepadan

Contoh memperkecil pecahan :

24 _24:2_ 12, 12°_12:3_4

30 30:2 15 15 15:3 5

Pecahan-pecahan 24 . 12 ~= dan 4 adalah_s;padan. )
30 15 5

Berdasarkan kedua contoh dl atas dapat d|51mpulkan : pembesaran
pecahan bersifat tak terbatas, sedangkan pengecilan pecahan bersifat terbatas.
_Kita dapat memperbesar sebuah' pecahan sekehendak kita.-Akan tetapi kita
hanya dapat memperkecil sebuah pecahan sampai pada bentuk tersederhana,
atau sampai pada suku-suku terkecil, yakni jika kedua suku pada pecahan ber-
sangkutan tidak lagi mempunyai pembagi bersama.



|
24 "' Dumairy, Matematika Terapan untuk Bisnis dar Ekonomi
|

Dalam contoh memperkecil pecahan di atas, 2 merupakan pembagi ber-
sama atas 24 dan 30, sedangkan 3 merupakan pembagi bersama atas 12!dan 15, -
akan letapi tidak terdapat pembagi bersama atas 4 dan 5. Berarti 4 dan 5
merupakan suku-suku terkecil dari pecahan ¢, Sesudah mencapai bentuk 4

: 30

) . 5
kita tidak-lagi-dapat memperkecilnya. Jadi, pecahan 2 adalah bentuk térsedep

"hana dari- pecahan 24 . (Perlu dicatat : Pengertian "’terbatas dalam memperkecil
0 !

pecahan’” di sini. maksudnya adalah "terbatas sampai pecahan bersangkutan
tidak menjadi pecahan kompleks’ !). Kesimpulannya : jika sebuah pecahan
sudah mencdpai bentuk tersederhana, maka'ia tak ‘lagi dapat diperkecil;
sebaliknya jika sebuah pecahan tak lagi dapat diperkecil, berarti:ia sudah men-
capai bentuk tersederhana. oo T : F

r

2.4.2 Operasi Penjumlahan dan Pengurangan ‘

Dua buah pecahan atau lebih hanya dapat ditambahkan dan dikurangkan -
apabila mereka memiliki suku-suku pembagi yang sama atau sejenis. ‘Berarti
jika suku-suku pembaginya belum sama, terlebih dahulu harus disamakan
sebelum pecahan-pecahan tersebut ditambahkan atau dikurangkan. Dalam
menyamakan sukii-suku pembaginya, diusahakdn pecahan-pecahan tadi mem-
punyai suku pembagi bersama terkecil (spbt). ‘ '

Contoh :
l)..s_.-}-g.d:‘l [ i - .
- 8 8 B ;
.2)2_2.=.3_ N .
8 8 8 :
n6,2.3 .2 _5
8 4 4 4 4 !
nS_2_3_2_1 -
8 4 "4 4 4

Angka 4 dalam contoh 3) dan 4) di atas adalah spbt.

Dalam hal pecahan-pecahan yang hendak dijumlahkan atau dikur_a‘ngkén
- tidak memiliki spbt, hasilkali antara suku-suku pembaginya merupakan
spbt, - ‘ ; 1
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5 3 + 2 _ ? spbt-nya adalaha x b
a b }
3,2 _5b 24 _S5b+2a
a b ab  ab ab
s , Miuii Eﬁﬁﬂ,sw HAAN,
§) = + = =12 .spbt-nya adalah 8 x 3 FAKULTAS EKONOCR
et T UNIVERSITAS ISLAR NSONESIAT,
i YOGYAKAPTA i
5 _5x3_15 , . =/
8 8x3 .24 - o .-
S ,2_ 15,16 _ 15+16_§1=_7_
2 _2x8_ 16 8 37 .24. 24-° 24 24 24
3 3x8 24

Penjumlahan (pengurangan) bilangan-bilangan campuran da;))at dila-
kukan dengan cara menambahkan (mengurangkan) bilangan-bilangan
bulatnya dulu, kemudian menambahkan (mengurangkan) pecahan dengan
pecahannya. Jadi tidak harus dengan mengubah bﬂangan—bllangan cam-
puran tersebut mcnjadl pecahan-tak-layak terlebih dahulu,

N2 +32=02+3)+CE +2)=5+71 =57
D T - T 8 8 8.

o

- alternatifnya -

21 . 26 _ 21 + 26 _
§ 8 8 8

|5
I
L¥.

w |

2.4.3 Operasi Perkalian

" Perkalian antarpecahan dilakukan déngancara mengalikan suku-suku se-
jenis, suku terbagi dikalikan suku terbagi dan suku pembagi dikalikan suku
pembagi. Perkalian yang mengandung bilangan campuran dilakukan dengan
cara mengubahnya terlebih dahulu menjadl pecahan tak-layak sebelum
dikalikan. ; ‘

Comoh :

1)£x..b_=q_.b

X Yy Xy
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2.4.4 Operasi Pembagian

" Contoh :

Dumairy, Matematika Terapan untuk Bisnis dﬂfll Ekonomi

-Z)ixi=§ _ 3.
4 6 24 8 |
352 x 6123 13 129 _ 372 o
4 2 4 5 g p

Pembagian antarpecahan dapat dilakukan dengan 3 macam cara. Cara
pertama merupakan cara yang paling populer, paling sering dipraktekkan. .
Cara 1 Kahkan pecahan terbagi (pecahan yang akan dibagi) dengan keba-

likan dari pecahan pembagi.

3

Cara 2 Ubah terlebih dahulu pecahan terbagi dan pecahan pembagi sehingga
keduanya mempunyai suku pembagi bersama terkecil (spbt), batalkan
spbt tersebut dan kemudian bagilah suku-suku-terbagi yang tersisa.

Contoh : ' ;
1 : 1 = i M .2 = 5 M 6 = —5—
8 4 8 8 6 ‘

Bilangan 8 merupaka;n spbt

Cara 3 Kalikan terlebih dahulu kedua pecahan dengan spbt-nya, selesaikan
atau sederhanakan masing-masing pecahan dan kemudian baru

dibagi.
C‘ontoh';
1 .2
3.3 ¢ i £) (i/{,g/f),és;6=i
8 4 B ~H&. " 6
1 i
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Latihan Sistem Bilangan

1. Benarkah bahwa jika a <x <b, maka selalu x.a <x.b. 7.

2. Mana yang salah di antara pernyataan-pernyataan berikut ?
(a) Bilangan positif berpangkat genap menghasilkan bilangan-positif. .
(b) Bilangan negatif berpangkat genap menghasilkan bilangan positif.
{c) Bilangan negatif berpangkat ganjil menghasilkan bilangan negatif.
(d) Bilangan positif berpangkat ganjit menghasilkan bilangan negatif.

3. Ubahlah pecahan-pecahan biasa di bawah ini menjadi pecahan desimal,
sampai dengan tiga angka di belakang koma :

1n . .

(a) i b T () i YA _. (C) —
: S 20 4
W Low @2 ¢ ok
12 8 . -a
4, Tentukan spbt dari pasangan-pasangan pecahan berikut :
A . L
S 4 Bt ST T
(a) — dan — —— )
8‘ 6 74 4 ]
: 3 |
+ G Iz - =1
® > dan > = g7ty
6 12 T
e
9+ a0 _ kA
@ 3 gan 12X Ty
7 3 H L

1 . .
) dan 4— 073 : .

5. Hitunglah jumlah dari masing-masing pasangan pecahan dalam Soal 4 di
atas.

6. Hitunglah sehsm dari masing-masing g _pasangan pecahan dalam Scal 4 di
atas dan sajikan secara desimal. G- "% ="0/832 /b oraly
. ~1’i, 908 , del, 667
7. Hitunglah hasilkali dari masing-masing pasangan pecahan dalam Soal 4 di
atas. C‘*-_'q—' rb=25 rCx Ly de 28
72
_ 8. Masih berdasarkan Soal 4 tersebut, sekarang hitunglah hasilbaginya

masing-masing dan nyatakan dalam bentuk desimal.
ADGee. L1 0By
b=y aty
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9, Selesaikan :

i

@ — +=+ — -

4 7 6 8

3 2 1 2c
®=-—=2_-1 -zZ

4 7 6 &4

3 2 .1_1,: J 5
() = x = x — = .. -

4 7 6 ¥
@2: 2. L _3

4 7T 6 4

10. Selesaikan :

(@) 0,32 + 0,09 +0,13 =059 | (¢) 0,32 x 0,09 x 0,13 /0 77
(b) 0,32 —0,09—0,13 =-p/7] (d) 0,32 : 0,09 : 0,13 2,75
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a‘ “
1, 8., ¥

BAB3 - - .
PANGKAT, AKAR DAN LOGARITMA

Bab ini menguraikan tiga unsur penting dalam operasi‘ matematika;
mengenai pangkat, akar dan logaritma. Ketiganya sangat sering digunakan
dalam proses penyelesaian persoalan-persoalan matematik. Pemahaman akan
Eara kerja konsep-konsep.ini, meskipun tampaknya sepele, sangat penting

imiliki. -

PANGKAT

Pangkat dari sebuah bilangan ialah suatu ‘ind-cks yang menunjukkan

" banyaknya perkalian bilangan yang sama secara beruntun. Notasi x¢ berarti

bahwa x harus dikalikan dengan x itu sendiri secara berturut-turut sebanyak a
kali. Notasi pemangkatan sangat berfaedah untuk merumuskan penulisan ben-

" tuk perkalian secara ringkas. Sebagai contoh : perkalian bilangan 7 sebanyak 5

kali tak perlu dituliskan dengan lengkap 7 x 7 X 7 X 7 % 7, melainkan cukup

diringkas menjadi 7°. Jadi,

TXTIXTXTIXT =T
Sx5XS5Xx5%x5%x5x5=757 )
03 x 0,3 X 0,3 x 0,3 0,3% 0,3 =036

'Notasi pemangkatan bérfaedah pula untuk meringkas bilangan-bilangan
kelipatan perkalian-sepuluh yang nilainya sangat besar atau-sangat kecil.
Sebagai contoh : bilangan 100.000 dapat diringkas menjadi 10 *; bilangan
1/100.000 atau 0,00001 dapat diringkas menjadi 10-*, Begitu pula, -
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1.000.000.000 = 10 ,
5.000.000.000 = 5. 109

7.500.000.000 = 7,5 . 10° atau 75 . 10 ®
.0,000.000.001 = 10 [
0,000.000.034 = 34109 atau 3,4 . 103 -

Pemangkatan sebuah bilangan dan pengoperasian bilangan-bilangan ber-

pangkat mematuhi kaidah-kaidah tertentu. Berdasarkan kaidah-kaidah yang
segera akan dipapatkan berikut ini, kita dapat pula memetik berbagai faedah
lain dari notasi pemangkatan.

3.1.1 Kaidah Pemangkatan Bilangan -

. Bilangan bukan-nol berpangkat nol adalah satu.

e R T B " 4

(x#0).} - Contoh +30.='1 . .71 A

‘be —_ 1 _'

.' Nol.berpangkat.sebu

. Bilangan berpangkat satu adalah bilangan itu sendiri. o

DX =x v L3l =13 - ) T .M

oyt - -, e .. R o

ah bilangan:adalah tetap nol:: = ' ’

0"':0 '03=0

- Bilangan berpangkat. negatif adalah balikan pengali (multiplicat:iw in-

verse) dari bilangan itu sendiri. :

%. L N

[ S,

il

X =

1
= 3 .32,
r ‘r# 3 .

I o 1"..-‘
T
L3 8

Lo

PR

. Bil}angan befpangkat pecahan adalah akarl dari ;bilgngan itﬁ s'endiri,

dengan suku pembagi dalam pecahan menjadi pangkat dari akarnya
sedangkan suku terbagi menjadi pangkat dari-bilangan yang ber-
sangkutan, : t , -

i . i
i

- 5 5
e s 3=V 3=y =155 ...

‘_ . o ' ! Tttty
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6. Bilangan pecahan berpangkat adalah hasilbagi suku-suku berpangkatnya.

(Ey=X0 0 (2 YL 2
¥y y ) -5 5_‘

7. Bilangan-berpangkat dipangkatkan lagi‘.ada]ah bilangan berpangkat:
hasilkali pangkat-pangkatnya. '

(xa)b = x (37)" =3 = 3% = 6561

8. Bilangan dipangkatkan pangkat-berpangkat adalah bilangan berpangkat
hasil pemangkatan pangkatnya. .

xa-" = X . 324 = 3'6 = 43.046-721

dimanac = a? |

Kaidah ke-7 dan"ke-8 di atas perlu mendapat perhatian, khusus, sebab
acapkali diselesaikan secara tak benar. Jika kita kurang teliti, contoh-contoh
dalam kaidah ke-7 dan ke-8 tersebut bisa salah diselesaikan menjadi 9
(= 1296), padahal seharusnya masing-masing adalah 3" dan 3" . Prinsip
penyelesaian bilangan yang pangkatnya berantmg lalah menyelesaikan
pangkat-pangkatnya terlebih dahulu.

Kaidah ke-6 identik dengan kaidah ke-12 kaidah pembaglan bilangan ber-
pangkat, yang segera akan kita bahas dalam SCkSl 3.1.3. Sementara itu kaidah
ke-5 di atas, sebagaimana akan terlihat nanti, identik dengan kaidah ke-2
mengenai pengakaran bilangan yang diuraikan dalam Seksi 3.2.1. '

T

3.1.2 Kaidah Perkalian Bilangan Berpangkat °

9. Hasilkali bilangan-bilangan bérpangkat yang b'aéisnya sama ada-
lah bilangan basis berpangkat jumlah pangkat-pangkatnya.

xa.xb=xa+h 32.3‘::"32‘4:36:729

10. Hasilkali bilangan-bilangan berpangkat yang pangkatnya sama, tetapi
basisnya berbeda, adalah perkalian basrs—basnsnya dalam pangkat yang
. bersangkutan.
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3.1.3 Kaida’h'Pemb'agian ‘liilangsin Bérpangkat

J,._." 3

déAKAkél?L??

O

i+

.
’ .

Vo, =3 - sebab 32 = 9

k) ' N B ' * ¢ ‘

Vel = 4 sebab 4 =64 4 |
..Secara umum : TR - ‘. - |

Dumairy, Matematiki Ter:apan untuk Bisnis dan Ekononu '

11. Hasilbagi bllangan-bllangan berpangkat yang bamsnya sama..
bllangan basis berpangkat selisili’ pangkat-pangkatnya '

en b 1, 44 2—4 _ a2 "
X7 X0 =x0 70 .3y =3 =3 ==
. . - R 9

ey =i ] T ST g 15D s |

aﬂalah

12 ‘Hasilbagi’ bllangan-bllangan berpangkat yang pangkatnya sama, tetapi
basisnya berbeda, adalah pembagian® basis-basisnya dalam pangkat yang’

bersangkutan

LR A

xa:j;a =(£)ﬁ' ‘ . ) 32‘: 52 = (i)?’: g‘

LA
N,
LA

Bandmgkan kaldah ke-.12 ini dengan kaldah ke-6 dl muka

b L JRT A T LA

ERY - v a !
CERETE P S .

. v . [ . St e
P oo o N ’I_" [ Pt e T Yy : '

‘Akar merupakan bentuk lain untuk-menyatakan bilangan: tierfjangkat
Akar dari sebuah bilangan ialah basis yang memenuhi bilangan tersebut berke-
naan dengan pangkat akarnya Berdasarkan konsep pemangkatan kita
L mengetahm, bahwa ]lka bllangan-bllangan yang sama (rmsalnya x) dikalikan

o sejuiniah tertentu sebanyak (katakanlah) a kah,‘maka kita dapat menuhskan-
nya menjadi x*; x disebut basis dan a disebut ‘pangket. Andaikata x"— = m,
maka x dapal juga disebut sebagai akar pangkat a dari m, yang jika dltuhskan

dalam bentuk akar menjadl X'= V Jad1 \/ =x sebab xe =] m; atau

-5

dengan perkataan lam, V m=x _11kax“

. s e .
T R . A ”. ! P
. 1 ;

2

HL R 4 r s Ty
a L3 : 3

L T i AT TP S L LR (o NS AR .
Y, m=x jika x2=m . . e
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.Dalam notasi V' m, e disebut pangkat dari akar sedangkan m disebut
radikan. Pangkat 2 dari akar biasanya tidak dicantumkan dalam penulisan,
sehingga tanda akar yang tidak mencantumkan pangkat dengan sendirinya

2
harus dibaca dan ditafsirkan sebagai akar ber_pangkat. 2. Jadi,V 9 = Vo

2

V25 = Vs,

Apabila pangkat.akarnya berupa bllangan génap, maka radikan positif
akan menghasilkan dua macam akar : yang satu positif dan satunya lagi
negatif. Hal ini selaras dengan kaidah perkallan dalam operasi tanda, bahwa
baik bllangan posmf maupun bilangan negatlf ‘jika berpangkat genap akan
menghasilkan bilangan positif. Jadi, sesungguhnya Vo= +3 (baca : + 3
dan -3), bukan hanya + 3; sebab(+ 3)* = 9dan (-3)? = 9 juga. Sama halnya,

4

V' 25 = + 5 dan bukan hanya + 3, 16 = #+ 2 dan bukan hanya + 2.

Apabila pangkat akarnya genap dan radikannya negatif, hasilnya adalah

. berupa bilangan khayal (lihat kembali Bab 2). Sebagai contoh V-9 adalah

bilangan khayal, sebab baik + 3 maupun — .3 jika dlpangkatkan 2 tidak ada
yang menghasnlkan — 9, Lo-

Apabila pangkat .akarnya berupa bilangan ganjil; baik radikan positif
maupun radikan negatif hanya akan menghasilkan satu macam akar; radikan
positif menghasilkan akar positif, radikan negatif menghasilan akar negatif.

, .
\/' 64 = + 4 sebab hanya ( +4)Y(+4)( +4) = 64

64 = ——4sebabhanya(-4)(—4)(-4) = -64

Seperti halnya dalam hal pemangkatan, pengakaran bilangan pun
mematuhl se_]umlah Kaidah. Kaidah-kaidah tersebut dll’lﬂCl di bawah ini.

A
bk

3.2.1 Kaidah Pengakaran Bilangan
1. Akar dari sebuah bilangan adalah basis yang memenuhi bilangan tersebut
berkenaan dengan pangkat _akarnya.

rat ey < Y L
a i

Berdasarkan - V m = x jika x° = m (x adalah basis),
- maka : . o
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P

1 =

sebab(xz)"' —x* =x' =x
'
dalam hal ini x ’ adal'ah basis.
Contoh‘:W= 64; =4, " o |
2. Akar dari sebuah bilangan berpz.mgkat adalah bilangan itu sendiri ber-

pangkat pecahan, dengan pangkat dari bilangan bersangkutan menjadl suku
terbagi sedangkan pangkat dari akar menjadi suku pembagi.

b a

2 .
V'©oxe=xo V 32=3° =155

Kaidah ke-2 ini sesungguhnya merupakan pengembangan atau analogi dari
kaidah ke-1 sebelumnya. (Bandingkan pula kaidah ke-2 ini dengan kaidah
ke-5 mengenai pemangkatan bilangan pecahan, dalam Seksi 3.1.1 di rhuka).

3. AKkar dari suatu perkalian bilangan adalah perkalian dari akar-akarn;}a.
b [ 3 K] » J

Nxy= Vx. Vy V.864 = V-8 V6e4=24=8

(Lihat juga kaidah ke-6 di bawah nanti).

4. Akar dari sebuah bllangan pecahan adalah pembagian dari akar' suku-
sukunva.

\/__=V: _ *3i=ﬂ=i.;'oi,s
¥y V_ : 64 Ves 4

(Bandingkan kaidah ini dengan kaidah ke-8 nanti).

3.2.2 Kaidah Penjumighan (Pengu_rangaﬁ) Bilangan Terakar

Bilangan-bilangan terakar hanya dapat ditambahkan atau dikurangkan
apabila akar-akarnya sejenis. Yang dimaksud dengan akar-akar yang sejems
ialah akar-akar yang pangkat dan radikannya sama.

I3

|
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5. Jumlah (selisih) bilangan-bilangan terakar adalah jumlah (selisih) koefisien-
koefisiennya terakar.

A 1
b b.'i_ -

r .- m xa_*_n‘\/. __(m_'_n)v__
. . Contoh : 5 3+2V?—71/5—7(173)_1211

3.2.3 Kaidah Perkalian Bilangan Terakar

6. Hasilkali bilangan-bilangan terakar adalah akar dari hasilkali bilangan-
bilangannya. Perkalian hanya dapat dilakukan apabila akar-akarnya ber-
pangkal sama.

] 3
\/ NV \/ Xy V 8. \F64 V 864=V512=38
(Identik dengan kaidah ke-3 sebelumnya).

7. Akar ganda dari sebuah bllangan adalah akar pangkat ‘baru dari bilangan

. bersangkutan; pangkat-baru akarnya ialah hasilkali pangkat dari akar:akar
.-sebelumnya. . i . .

5 "

b € be k) - 23
VoA =V x» VV 1565=" 15625=5

3.2.4 Kaidah Pembagian Bilangan Terakar -

8. Hasilbagi bilangan-bilangan terakar adalah akar dari hasilbagi bilangan-
bilangannya. Pembaglan hanya dapat dllakukan apabila akar—akarnya ber-
: pangkat sama.

(Identik -de':ng'an'l kaidah ke-4 sebelumnya).
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i
l

3.3 LOGARITMA-

I

!
Logaritma pada hakekatnya merupakan kebalikan dari proses
pemangkatan dan/atau pengakaran. la dapat dipakai untuk menyederhanakan
operasi-operasi perkalian, pembagian, pencarian pangkat dan penarikan akar.
Logaritma dari suatu bilangan ialah pangkat 'yang harus dikenakan pada

(memenubhi) bilangan pokok logaritma untuk memperoleh bilangan tersebut.

-y

Andaikata sebuah bilangan berpangkat ( x°.) sama denga'n bilarigan positif
tertentu ( » ), maka dalam bentuk pemangkatan kita dapat menuliskannya"
menjadi : -

X' =m dirmana x adalah l?asis S T
. - dan q adalah pangkat.. - .

Pangkat a disebut juga logaritma dari m terhadap basis x , yang jika
dituliskan dalam bentuk logaritma menjadi : :

a=r"xlogm ataug = log, m. . - CLT

Bilangan pokok (basis) logaritma, x dalam contoh di atas, dapat dituliskan di
pojok-kiri-atas dari -tanda log (singkatan. logaritma):atau’ di pojok-kanan-

“.bawah dari tanda tersebut. Berdasarkan kesamaan bentuk pemangkatan dan

logaritma sebagaimana ditunjukkan di atas, kita dapat pula menarik analogi

untuk pernyataan-pernyataan di bawah ini :
. - |

52 = 25; pangkat 2 adalah logaritma dari 25 terhadap basis 5, atau

Slog25 = 2. - .
4! = 64; pangkat 3 adalah logaritma dari 64 terhadap ba51s 4, atau
‘log64 = 3, ° . )
10: = 100; pangkat 2 adalah logantma dan 100 terhadap basns IO atau
o log 100 = 2 o . [

-~ -l
|

Selain dengan bentuk pemangkatan, bentuk logantma Juga erat
berhubungan dengan bentuk pengakaran. Keeratan hubungan di antara ketlga
macam bentuk ini dapat dilihat sebaga: berlkut -

Bentuk Pangkat Bentuk Akar Bentuk Logaritmh

a

X =m m=x logm = a

" suku-suku di ruas kanan menunjukkan bilangan yang dicari
atau hendak dihitung ‘pada masing-masing’ bentuk
[
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.,...Dalam pemangkatan, kita mengetahui basis ('x )-serta pangkat ( @ ), dan
m;gm mengetahm bilangan yang. merupakan hasil pemarigkatan basis itersebut
. (yaitu m.). Dalam pengakaran, kita mengetahui sebuah bilangan tertentw yang
L disebut. radlkan (.m.) serta.pangkat dari akarnya ( a.), dan ingin mengetahui
hasnl pengakaran radikan tadi (yaitu x), Sedarigkan dalam logaritma, kita
.‘mengetahm basis .logaritma ( x )_serta bllangan logantma {“m ), dan.ingin

., mengetahui has11 Iogantmanya (yaltu a ) : .

Perhaukan kedudukan a, m.dan x pada‘ masing-masing bentuk di atas.
Bilangan a yang merupakan hasil logaritma, tak lain adalah pangkat dari basis
dalam bentuk pangkat dari pangkat dari akar dalam bentuk akar. Sedangkan .

- yang merupakan hasil pemangkatan, tak lain' adalah radikan dalai bentuk
akar dan bilangan logaritma dalam bentuk logaritma. Adapun x yang
merupakan hasil pengakaran, tak lain adalah basis baik dalam bentuk pangkat
maupun dalam bentuk logaritma.

s i
iy

i
i

Berdasarkan uraian-uraian di atas, dapatlah disimpulkan ‘t;a‘hwa :

ilog mi = a jika xe = m . atau \/ m=x

Contoh : _
1) (;]'oé 16 = 2 _ sebab 6:°= 36 © atau \/: ‘36 =6

- ) 4 )

2) *log 625 = 4 sebab 5+'= 625  atau V o625=5

3) Jika rlogd9 =2, berartix? = 49, X = \/_ 49 ="7
4) Jika ‘logm = 10, berarti3w = m,  m = 59 049

5) Jika " log1.000 =g, berarti 10+ = 1,000, 10 = 10%, @ = 3.

L Togme e 2%z
3.3.1 Basis Logaritma ‘ o fon

Logaritma dapat dihitung untik. basis” berapapun.” Akan tetapi pada
umumnya basis logaritma selalu berupa bilangan positif dan tidak sama dengan
satu. Basis logaritma yang paling lazim dipakai, karena pertlmbangan praktis
dalam penghltungan adalah bilangan 10. Karena kelaziman tersebut maka
basis 10 ini pada umumnya tidak dlcantumkan dalam notam -logaritma. Dengan
demikian log 'm berarti adalah log. m, log 24 "Jlog 24, '"log-65 dapat
dituliskan menjadi log 65 saja, (Uraian-uraian selanjutnya di dalam buku ini
juga mengikuti kelaziman tersebut; untuk setiap notasi logaritma yang tidak
mencantumkan basis tertentu, berarti merupakan logaritma berbasis 10).
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Logaritma berbasis 10 disebut juga logaritma biasa (common logu}-mun )
atau logaritma Briggs (berdasarkan nama penemunya, Henry Brigys, 1961 —
. 1630). Di samping bilangan 10; basis lain yang juga lazim dipakai ddlam
- logaritma adalah bilangan e (¢ = 2,718287 atau sering diringkas men jadl 2.72).
Logaritma berbasis e disebut juga logaritma alam (narural Iogaruhm') alau
logaritma Napier (John Napier, penemunya, hidup antara tahun 1550 — 1617).
Jika notasi logaritma Briggs dilambangkan dengan log, maka logaritma Napier
dilambangkan dengan In. Dengan demikian In s berarti<log m, In 24 = Iog 24,
¢log 65 dapat dituliskan menjadi In 65 saja. .

3.3.2 Kaidah-kaidah Logiritma k

1 | slogx =1 " sebabx! = x
Contoh :
Deloglo=1" "~ '+ " 2)*og8 ="1"
2. | ~log .1 =0 sebab x° = |
Contoh : | ‘
Drlogl =0 . 2)dlogl =0
3. xlog xXe=a | . sebab x¢ = A ‘
Contoh : '
1)'*log 107 = 2 2)tlog8? = 3

4. |xlogme = a rlogm '

1) vlog 1002 = 20log 100 = 2Plog 102 = 2.2 = 4
2) *log 512+ = 4°%log 512 = 4%log 8 = 4.3 = 12

5. |x <logm=m

1) 10 0log 100 = 10®log 102 = 102 = 100 ,
2) 8910g512—8310g83—83-—512 _ ‘ —

-6 ) Xlogmn =, '“log m + 'logn

1) '°Iog(100)(1000) 1log 100 + ©log 1000 = 2 + 3 = 5
2) slog (243)27) = 3103 243 +l0g27 = 5 + 3 = 8
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I _. . .
7. xlog,T = Ylog m — *log i : noLe

1) o log = 10 log 100" — '"log 1000 =2 —3=-1.- .

2) llog%"' — 3log 243 —log27 = S—3 = 2

8. rlog m..mlog x = 1| sehingga =logm =
' .mlog x :

1) »log 100 wlog 10 = 'log 102 x '®log 10()05 = 2x0 5 1 )
2) log 81 . ®log 3 = 310g34 x"log 810%.= 4x0,25 = 1. ' ',

- 9. fogm . ~logn.rlogx =1

1) vlog 160 . '@log 16000 . '™~log 10 = ‘ oo
10]og 10 2 x '®log 1002 X wilog 100@00“5 =2x2x0,25 —-]
2) *log 9 .°%log 729 . ™@log 3 = oo
slog 32 x°log 9 x ™log 729 V5 _ ’2x3'x T
. C L6, -

f N

333 Penyeiesaian Persamaan dengan Logaritma ‘ . - .' ]

Logaritma dapat digunakan untuk mencari bl]angan yang | belum dlketahm
(bilangan anu) dalam sebuah persamaan, khususnya persamaan eksponensial
dan persamaan logaritmik. Persamaan eksponensial. ialah persamaan yang
bilangan anunya berupa pangkat, misalnya 5 = 125 dan ¥ + ' = 27.
Sedangkan persamaan logaritmik ialah persamaan yang bllangan anunya
berupa bilangan logaritma, sebagai contoh log (3 x+ 298) = :

Untuk menyelesaikan sebuah persamaan eksponensial dengan meng-
gunakan logaritma, pertama-tama logantmakan dulu kedta’riias persamaan,
kemudian selesaikan bilangan anunya berdasarkan persamaan 10gar1tm1k yang
baru terbentuk. ) : .o

N

MK PERP@&ARAA
| FAKULTAS BEONON Hi’
'UNH{;Rai iAS ls,mm NEGRESIAR |

»

Contch :

1) Hitunglah x untuk 3 al= 27

Dengan melogaritmakan kedua ruas :
log3=+' = log 27 DOYAK AKARTA j
. (x+ 1)]og3 = log27 . e w e _"‘“"“"‘M =R

log 27 \L#314 _ 4 T o VT

log3 -0,4771 V'\\ R (

§’F

x+,1=
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S x=3—1=2 " Buktl 3z+1-3:—27

iy Untuk contoh i 1m, karena kebetulan soalnya relatlf sederhana k;ta dapat
/ pula, memecahkannya secara langsung tanpa menggunakan logantma TR

' ]
: r+l - ,“ ) L .t )
/ .._l A 3 27 - . .-"_:‘ ,” . - '{‘:?’-_‘ - ,:\L - A . -].f adt .r
: f H .- AR .
.

"./ 3x+l—33 )
) x+l—3 '_'“.3;-—'-,!_'-"'_3'-?-‘-

2 Carnlah x ,uka (0 32 + x) i3 ; 789 o . .
" 0,32+ x) A Ll e
" log 0,32 + x) 15 log 789 . . v ’ ‘

1510g(0,32 + %) "<72,8071 T S o]
' L 28971 s R e et

log(©32 %0 | =< = T
0,193 . g .
antilog 0, 1931 Ll :_ LTS ]
1,56 - coL e T
.456—032_124 e

. log (0,32 + x)
(0,32 + ). |
(, 32 + x)
x -

Il II"' 0’

3) Selesalkanxuntuk log (3x + 298)
- Berdasarkan definisi logantma, kita dapat menullskan
) log(3x+298)—3 . e ,
ke dalam bentuk-pangkat menjadi Cewata ot e RIS
(3x’i’29s)_1os ' bl
sehmgga T T L RS A B
3x + 298 = 1000 PR TR R e [
T 3x—,702 L XT=. 2_34 - T e e D
ot - .f"“f‘; e

Lahhan Pangkal Akar dan Logan!ma et T e T

‘1L Sederhanakanlah bentuk-bentuk benkut dan selesalkan s ) :‘_"_T._ _ |
@ A s 2%, (9 4 i =48 Ll L

(b)@ B(Oi T (D) 543006 AUENICCIE

" 2. Ubahlah bentuk bentuk benkut ke da]am bentuk akar : ' .
(a) 621 - Wl o _(c)g,m._gm;gm

(b) (62/3)) z"; _' L . (d) '{2'/'5 + ‘zgim" -.‘ " '-‘,( B

) & - . | N . ] - - - 1

3), Sederhanakan dan kemudian selesalkan ) ‘ {

@ 10V5+2Vs—7ys . \’/F o

(b) (V_n(s Vizs) // (d) 6Vie:@Vey

-
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4) Ubahlah ke dalam bentuk logaritma :

(a) 5° , () 45 .43 : 4
(b) V/ 64 ()30 \243
5) Carilah dalam daftar logaritma atau gunakan kalkulator tangan :
(a) log9 =02 947 . (c) log§* =Gi5qL
() log17 = 1,140 (d) log6:2
6) Apabila x dan y masing-masing afialah 100 dan 50, hitunglah :
(@) logxy g - lgst2 ~ () logx2y
L vleeg v 1
(b) log . - C (g X
y y
7) Carilah x jika : '
(a) log x = 0,3010 (c) logx? = 1,7482
(b) 16@@,2304 C(d) logx? = 2,6021
8) Berapa x jika .
(a) x* = 50.000? (b) x¥ = 2500(7,50) ? i Dl 9
9) Hitunglah x yang memenuhi : _
(a) 100~ = 50.000 (b) 72" = 36
10) Hitunglah :
(a) ¢log 36 (c)Ine
(b) tlog 512 _ (d) In17




4.1

BAB 4
DERET

Deret ialah rangkaian bilangan yang tersusun secara teratur.dan memenuhi
kaidah-kaidah tertentu. Bilangan-bilangan yang merupakan unsur dan
pembentuk sebuah deret dinamakan suku. Keteraturan rangkaian bilangan
yang membentuk sebuah deret terlihat pada “pola perubahan” bilangan-
bilangan tersebut dari satu suku ke suku berikutnya. )

Dilihat dari jumlah suku yang membentuknya, deret digolongkan atas
deret berhingga dan deret tak-berhingga. Deret berhingga adalah deret yang
jumlah suku-sukunya tertentu, sedangkan deret tak-berhingga adalah deret
yang jumlah suku-sukunya tidak terbatas. Sedangkan dilihat dari segi pola
perubahan bilangan pada suku-sukunya, deret bisa dibeda- bedakan menjadi
deret hitung, deret ukur dan deret harmoni.

DERET HITUNG

Deret hitung ialah deret yang perubahan suku-sukunya berdasarkan pen-
jumlahan terhadap sebuah bilangan tertentu. Bilangan yang membedakan
suku-suku dari deret hitung ini dinamakan pembeda, yang tak lain merupakan
selisih antara nilai-nilai dua suku yang berurutan.

Contoh :

1) 7,12,17,22,27,32 (pembeda = 5)
2) 93, 83, 73, 63, 53, 43 (pembeda = - 10)
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Dua hal yang penting untuk diketahui atau dihitung dalam setiap per-
soalan deret, baik deret hitung maupun deret ukur, adalah besarnya nilai pada
suatu suku tertentu dan jumlah nilai deret tersebut sampai dengan suku yang

bersangkutan. ,

4.1.1 Suku ke-» dari DH

Besarnya nilai suku tertentu (ke-») dari sebuah deret hitung dapat dihitung
melalui sebuah rumus. Untuk membentuk rumus yang dimaksud, perhatikan
Contoh 1) di atas. Dalam contoh tersebut, nilai suku pertamanya (a) adalah 7
dan pembedanya (&) adalah 5.

i
'

7, 12, 17, 22, 27, 132
Sl S: S.\ 84 Ss Sr- .-

S =7T=a i L
S,=12=a+b=a+Q@—0b . - S =—a+@m—1Nb
S=17=a+2b=a+3—-1)b

S,=2=a+3b=a+@—-1b a : suku pertama atau S
SS=2T=a+4db=a+ (—-Db b . pembeda ‘
S§;=32=a+ Sb =a+ (6—-1)b, - .1, indeks suku:

Berdasarkan rumus d: atas, dengan mudah dan .cepat kita ddpal
menghitung nilai-nilai suku tertentu. Sebagai contoh, nilai.suku ke-10 dan
ke-23 dari deret hitung ini masing-masing adailah :

74+ 45 =352

So=a+(n—1Db=7+ (10— 15" .
117.

10

Si=a+(n—NDb=T+23—-15=7+ 110

23

4.1.2 "Jumlah » suku

Jumiah sebuah deret hitung sampai dengan suku tertentu tak lain adalah
jumlah nilai suku-sukunya, sejak suku pertama (S,, atau.g) sampai dengan
suku ke-7 (5 ,) yang bersangkutan. '

et

I Mea I M
w
W

S, +5,+8,+8, o

—
\
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"

SG=S; +S5,+85,+5,+8,
§, =8, +8§,+8, +§,+5,+35,

Berdasarkan rumus § | = a+ (n — 1)b sebelumnya, maka inasing—masing
§ . dapat diuraikan. Dengan menguraikan setiap §, maka Ja» J, dan J, dalam
llustrﬂsx di atas akan menjadi masmg-masmg scbagal berikut :

- + :

g = a+(a+b)+(a+2b)+(a+3b)
= 4a + 6b

J, = a+(a+b)+(a+2b)+(a+3:_5)-+(a+4b)
= Sa+ 10b

Ji = a+(a+b)+(a+2b)+(a+3b)+(a+4b)+(a+5b)

o= 6a + 15b ‘ o
. Masing-masing J, ini dapat pula ditulis- ulang dalam bentuk sebagai ber-

ikut :

J=da+6b=4da+ 2 @—1b
2

S
I

Sq+10b=5Sa+ > (5—1b > J=na+ Tin—1)b
2 . ., R H . r_2- Lo

J=6a+15h=6a+ S (6—1b
: "2
' atawJ, = " {20 + (n — )b}
. 2

Rumus J , = N {2¢ + (n — l)b} ini masih bisa disede'rhanakan lagi

menjadh seperti berikut :

J, =% (20 + (n"— 1)b)

M {a+ a+ (n— Db}
2 v
h)

"

" @+ 8)
2
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Dengan demikian, untuk menghitung jumlah sebuah deret hitung sampai
dengan suku tertentu n, terdapat empat bentuk rumus yang bisa digunakan :

"

2

J, =" (@a+5s)

J, =

=1 {2a+ (n—‘l)b}

2

na+ " (n— Db

-2

Untuk kasus deret hltung dalam Conloh 1) di atas tadi, ]umlahnya sampa1
dengan suku ke-10 adalah : !

Jy = -_,(7 +5,)
2

= 5(7 + 52) = 295.

Sedangkan untuk kasus deret hitung dalam Contoh 2), jumlahnya sampal
dengan suku ke-10 adalah :

= (10)(93) -+

4.2 DERET UKUR

;'1_9; (10 = 1)}(—10) = 930 + 5(9)(—10) = 480I.
2 .

Deret. ukur ' ialah deret yang perubahan suku-sukunya berdasarkan
perkalian terhadap sebuah bilangan tertentu. Bilangan yang membedakan
suku-suku sebuah deret ukur dinamakan pengganda, yakni merupakan
hasilbagi nilai suatu suku terhadap nilai suku di depannya. !

Contolh :

1) 5, 10, 20, 40, 80, 160

2) 512, 256, 128; 64, 32, 16

4.2.1 Suku ke-n dari DU

(pengganda = 2)
(pengganda = 0,5)
1

Untuk dapat membentuk rumus penghitungan suku tertentu dari sebuah
deret ukur, perhatikan Contoh 1) di atas yang disajikan dalam bentuk lain di

bawah ini.

§= S5=a

S,= 10= ap -
S,= 20= app
S,= 40= appp
Sc= 80 = apppp
S.= 160 = appppp

= ap2

ap?
ap?

na

ap 2
ap Al
ap&:l

S, = ap 1

a ! suku pertarha

(1p 5

a’) 61 y

P pengganda,
n : indeks sukuy
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Berdasarkan rumus di atas, nilai suku ke-10 d_ari deret ukur dalam Contoh
1) dan Contoh 2) di atas masing-masing adalah :

1) S, = ()™ = (5)2)° = (5)(512) = 2560.
2) S, = (512)(0;5) 1 = (512)(0,5)* = (512)(1/512) = 1.

4.2.2 Jumlah n suku

Seperti halnya dalam deret hitung, jumlah sebuah deret ukur sampai
dengan suku tertentu adalah jumlah. nilai suku-sukunya sejak suku pertamd
sampai dengan suku ke-n yang bersangkutan .

n )
J.o= X S,=8,+5,+8,+8, 4 . +S

n i ¥ "

i=1

Berdasarkan §_ = agp+!, maka masing-masing S, dapai dijabzirkan sehing-
ga: . _ . C

J,=a+ap+ap?+ap’ + ... + ap#t + ap™ ’ B (1)
Jika persamaan (1) ini kita kalikan dengan bilangan pengganda p, maka :
pJ, =ap+ ap* +ap’ +ap* + ..... + ap! + ap- (2)

Dengan mengurangkan persamaan (2) dari persamaan (1), diperoleh selisih
- antara kedua persamaan ini yaitu :
J.—pJl, =a—apr
J, (1 —p)=a(l —p")

Dari sini, kita dapat membentuk rumus Jumlah deret ukur sampai dengan
suku ke-n, yakni : ' .

J =a._.—“_p'n) atau J = alpr—1
l1—p - - p—1

~ Dalam hal | p | <1, pensgunaan rumus yang di sebelah‘kir} akan lebih
mempermudah perhitungan. Di lain pihak jika | p | >1, perhitungan akan men-
- jadi lebih mudah dengan menggunakan rumus yang di sebelah kanan.

"Untuk kasus deret ukur dalam Contoh1) di atas, di mana g = S5danp = 2,
jumlahnya sampal dengan suku ke-10 adalah : '
T, = S5Re—1 _ 5(1023) 5]15

. - 2-—,1' 1 ‘-l;
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_ 0,5, jumlah dari sepuluh-suku pertamanya adalah : - RN

JLatii'lan Deret .

1L

7

-
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\

512(0 — 0,5 ) _ 512 (1023/1024) - 1023
1—-05‘--. 0,50

S =

- Sebagaimana akan dapat duumpal dalam bagian atau bab-bab selanjutnya
dalam buku. ini, prinsip-prinsip deret banyak diterapkan untuk thenelaah
. penlaku bisnis dan’ ekonomi, baik secara’ langsung maupun sec:fra tidak
" langsung. Prinsip deret h:tung banyak dlterapkan dalam menganahslslpenlaku
perkembangan. Sedangkan prinsip deret ukur, bersama-sama dengan konsep
logarltma, sering- dlgunakan untuk menganahsls perllaku pertumbuhan

-
\

Dan sebuah deret hltung yang suku pertamanya 200 dan pembeda antar-

stiku-sukunya 25 hltunglah

BerapaadanbnkaJ—180danS- 07 .-

© Sedangkan uh_tuk kasus dalam Contoh 2), dalam hal ini ¢ = 512 dan p= -

(a) §, " ' (€)' J,
L ®s, @ J -
2 Hitunglah S, S, dan J, dan suatu de.ret hitung yang suku pertamanya
. 1000 dan pembeda antar—sukunya -50. - _- N
3.-Jika.a = 100 dan S, = 160, berapa : )
(a) b7 o2 (o) nuntuk §) = 250"
(b} 5,7 o s (d) Jo 1 & * - _
4. Jika S dan S darl sebuah deret hitung masmg—masmg adalah 50ydan 70,
berapa
(@ §,? N (2 R A i E
®B,S57 . @,
5. Untuk S, = 24.000 dan §,, = 18.000, h:tunglah :
@b o ©L
. (b) nuntuk s, =9 - (d J,
.6. Untuk §, = 70 danJ = 462, hitunglah :
@a TR
b L @ I

Deret hitung X' mempunyai ‘nildi-a = 180 dan b = —10 sedangkan deret

hitung ¥ mempunyai nilai ¢ = 45 dan b = 5. Pada suku. keberapa kedua
deret ini mempunyai nilai yang sama ? . Co
@Suku pertama deret hltung M adalah-75 dan pembedanya 10 sementara
suku ke-6 deret h:tung N adalah 145. dan pembedanya 5. Carilah # yang
memberikan nilai yang sama bagi suku-suku kedua deret tersebut.

|
l
3
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)(’l, 0 {?,,
AN
. 10. Dari sebuah deret ukur yang suku-sukunya 10, 30, 0 270 ..... hltunglah
BRIER €V A er™Th o (d)J*-. " :
(b) S, (e) J, .
() 3,5 E (H aﬂs

1. Apabila suku ke-3 dan suku ke-7 dari.sebuah deret ukur iﬁasing—masing
adalah 800 dan 204.8C0, berapa ; o '

' (a) a? :.i: "’.’:_ : . (C) S I’J-. v ) : Pl l
. (b) p ? a . e .n :: (d) o . 5L_" o i o
T Pengganda sebuah deret ukur dlketahm sebf,aar 5 Jlka S = 6.250,
*, hitunglah:- .7 W o T OV - L

@ $, | (e g

oS @ J;

3. Hitunglah: ' e :

(a) S, P G

dari sebuah deret uk ur yang suku awalnya 3 dan‘p =2

o 14, Deret ukuerempunyal nilai a'= 512 danp = 0,5, sedangkan deret ukur
'Y mempunyai nilai S =" 16 dan p'= 4. Pada saku keberapa nilai suku-
suku dari kedua deret inisama ? - y

Sebuah deret hltung memlllkl nilai-nilai a = 4.484 dan b = J 234 Semen-
tara- itu pada saat yang samad; sebuah deret ukur mempunyal mlal-mlal
'+ S, = 486 dan S, =:118.098." v
* (a)" Pada suku keberapa suku-suku-darikedua j jems deret ini sama 7
(b) Mana yang leblh besar antara S DH danS DU dalam kasus ml 2

.y -t

o. -

4.3 PENE‘R_APAN EKONOMI o .
svo s
D1 bidang bisnis dan ekonoml, teori atau prinsip-prinsip, deret. sering
dnerapkan dalam kasus-kasus yang menyangkut perkembangan dan pertum- -
buhan. Apabila perkembangan atail pertumbihan: ‘suatu gejala tertentu berpola
seperti perubahan nilai-nilai suku sebuah deret, balk deret hitung ataupun deret
ukur, maka teori deret yang bersangkutan penad (relevant) dlterapkan untuk

menganalisisnya.

! '-! “E v

4. 3 l Model Perkembangan Usaha o i_ﬂ .
Jika perkembangan vanabel vanabel tertentu dalam keglatan usaha

— misalnya- produksi, biaya, pendapatan penggunaan tenaga Kerja, atau
penanaman modal — berpo]a seperti deret hitung, maka prinsip-prinsip deret
hitung -dapat d;gunakan untuk. menganahs:s perkembangan vanabel tersebut,

~f
o Y J\
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< Berpola seperti-derét. hltung maksudnya di sm| jalah bahwa variabel yang ber—. h
sangkutan bertambah secara konstan dari satu penode ke penode benkumya .

_Kasilsl‘) [T C e

! ."1- RN
+

_ Pcrusahaan genteng "Sokajaya menghasnlkan 3. 000 buah genteng pada
bulan pertama produksinya. Dengan penambahan tenaga - kerja dan pe:
- ningkatan produktivitas, perusahaan mampu menambah produksmya
;- sebanyak 500 buah setiap bulan. Jika perkembangan produksmya konstan
_.berapa bual genteng yang dlhasﬂkannya pada bulan kelima ? Berap? buah

yang telah dlhasﬂkan sampa1 dengan bulan tersebut ? P IR ; ’
. a= 3.000 . S~3ooo+(s—|)soo._sooo PR
b= 500 ‘ o
n=" 5 DR £ ;““_“_(3.000 +_S.000) = 20.000 )
.h ) 2 r

o Jumlah produks: padé bulan kellma adalah S 000 buah sedangkan jumlah
,' _selumh genteng yang dlhasﬂkan sampal dengan bulan tersebut 20 000 buah .

. v . - Iy .
LT R T

Kasus 2

Besarnya penerlmaan PT "Cemerlang dan hasﬂ penjualan barangnya
. Rp 720 juta pada tahun kelima dan Rp 980. Juta pada -tahun ketujuh. Apablla.
" perkembangan’ penerlmaan penjualan tersebut berpola sr'pertl -deret hltung, ‘
.berapa., perkembangan penenmaannya per. tahun ? Berapa besar peneqlmaan
pada tahun pertama dan pada tahun keberapa penenmaannya sebesar
" Rp 460 juta ?_

.Dalam jutaan: S, = 980 —~a + 6b = 9'30 T R
EINU R S,“— 720 ra +4b="720 " : R
o ST 2b—260-'b—130 n ‘

coadt N L - e e . g -

"o Perkembangan penernmaan per tahun sebesar,Rp 130 juta o

| @¥4b="T20 =a =720 — 4b = 1‘20—4(130) —'200 B ,
7. Penerimaan pada tahun- pertama sebesar Rp 200 juta. - -

*S'—a+(n—1)b-460—2oo+(n—1)130 .
460 = 200 + 130.7— 130 |

390 =130n >n=3 " . {
Penenmaan sebesar Rp 460 ]uta dltenma pada tahun ketlga : ;
|

HYS ot tar

" *) Dalam buku Illl. untuk contch soal—soal matemauk murni dlgunakan istilah "Contoh" :
sedangkan .untuk contoh’soal-soal matematik terapan digunakan istilah "Kasus”. Nomor urut )
”Kasus berlanjut terus setamat buku. "

1
1
1
i
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4, 3 2 Model Bunga Ma]emuk ' R .-

" Model bunga majemuk merupakan pénerapan deret ukur dalam kasus

51mpan pinjam dan kasus investasi. Dengan model ini dapat dihitung,

" misalnya, besarnya pengembalian kredit di masa datang berdasarkan tingkat

bunganya. Atau sebaliknya, untuk mengukur nilai sekarang darl suatu jumlah
hasil investasi yang akan’diterima’ di masa datang :

Tika mlsalnya modal pokok sebesar P dibungakan secara majemuk dengan
suku bunga per tahun setingkat /, maka Jumlah akumulatif modal tersebut di
masa datang setelah n tahun (F ) dapat dlhltung sebagai berikut -
setelah’l tahun : F = P ¥ P i = P(l + 0y ' ~
setelah 2 tahun - F, = P(1 + i)+ P(1 + )i= P(l + :)
setelah 3tahun © F_ = P(1 + D>+ Pl + H2i= P+ i)?

¢ S R

" -“_setelahntahu'ri F. =() + ( ) i = P(l + r)

n.

RN

’ Dengan demlklan Jumlah di masa datang darl suatu Jumlah sekarang

adalah
F =P+ d"| . ‘ P Jumlahsekarang ‘
= : . : tingkat bunga per tahun
. jumlah tahun
) [ Bandingkan rumus ini dengan rumus ‘deret-ukur S = ap ', .keduanya

identik. P atau F , di sini ‘identik dengan g atau.§ dalam rumus deret ukur,
(1 + ) identik. dengan p dalam deret ukur ngkasnya F di sini identik
: ’dengan S dalam deret ukur]

n o+

Rumus di atas mcngandung anggapan tersnrat bahwa bunga
diperhitungkan dibayarkan satu kali dalam setahun. Apablla Jbunga
diperhitungkan dibayarkan lebih dari satu kali (misalnya m kali, masing-

. masmg i/m per termin) daldm setaliun, maka jumlah di masa- datang menjadl

kY

= p(] + ,_) i m: frekuen51 pembayaran bunga dalam setahun
m ! -

T . . . . . ‘..d"'_' . ]
Suku (1 + Hdan (1l + __’,)‘ dalam dunia bisnis dinamakan ”faktor bunga
m
majemuk” (compound’mg interest factor), yaitu suatu bllangan lebih besar dari
1 yang dapat dipakai untuk menghltung ]umlah di masa- datang dari suatu
]umlah sekarang. . .

LT
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Dari rumus. di atas, dengan sedikit manipulasi matematis, dapat pula
dihitung besarnya nilai sekarang apabila yang diketahui jumlahnya di masa
datang. Nilai sekarang (present value) dari suatu jumlah uang terteritu di masa
datang adalah : . Co . .

v

p=__ 1 £ atau P 1

a+a : (1 + i/m)

!
.
I

. F

Suku 1/(1 + i) dan 1/(1 + i/m) = dinamakan ”faktor diskonto” (dis-
count factor), yaitu suatu bilangan lebih kecil dari 1 yang dapat dipakai untuk
menghitung nilai sekarang dari suatu jumlah di masa datang: '

Kasus 3

Seorang nasabah meminjam uang di bank sebanyak Rp 5 juta untuk jangka
waktu 3 tahun, dengan tingkat bunga 2% per tahun. Berapa jumlah seluruh
uang yang harus dikembalikannya pada saat pelunasan ? Seandainya
perhitungan pembayaran bunga bukan tiap tahun, melainkan tiap semester,
berapa jumlah yang harus ia kembalikan 7 * - '

P = 5.000.000 - F = P(l+ i
n=3 . F, = 5.000.000 (1 + 0,02)°
i = 2% = 0,02 == 35.000.000 (1,061208) = 5.306.040

Jadi pada saat pelunasan, setelah tiga tahun, nasabah tadi secara
keseluruhan harus mengembalikan sebanyak Rp 5.306.040,00. Seandainya
bunga diperhitungkan dibayarkan tiap semester, 7 = 2, maka :

F, < P(1+ i/m)m - F = 5.000.000(1 + 0,01)¢
= 5.000.000 (1,06152) = 5.307.600 o
Jumlah yang harus dikembalikan menjadi lebih besar, Rp 5.307.600,00.

Kasus 4

"~ Tabungan seorangrmahasiswa akan' menjadi sebesar Rp 532.400,00 tiga
tahun yang akan datang. Jika tingkat bunga bank yang berlaku 10% per tahun,

_ berapa tabungan mahasiswa tersebut pada saat sekarang ini ?

F = 532.400 P= 1 F : | :
' (1 + i)n :

n=3% . 7 . .

i = 10070 = 0’1 —_— _.-5”32,400"= 400.000

T a+onr , ;
Jadi besarnya tabungan sekarang adalah Rp 400.000,00.

,f

’
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r

Penerapan deret ukur yang paling Konvensional di bidang ekonomi adalah '
dalam hal penaksiran jumlah penduduk. Sebagaimana pernah dinyatakan oleh
Malthus, penduduk dunia tumbuh mengikuti pola deret ukur. Secara
matematik, hal ini dapat dirnmuskan sebagai :

P,=P R"

dimanaR =1+ r

Kasus 5

i~ I - I

: jumlah pada tahun pertama (basis)
: jumlah pada tahun ke-¢

: persentase pertumbuhan per tahun
: indeks waktu (tahun)

Penduduk suatu kota berjumlah 1 juta jiwa pada tahun 1991, tingkat per-
tumbuhannya 4 persen per tahun. Hitunglah jumlah penduduk kota tersebut
pada tahun 2006. Jika mulaj tahun 2006 pertumbuhannya menurun menjadi
2,5%, berapa Jumlahnya 11 tahun kemudlan ?

P, = ljuta
r = 0,04
R = 1,04
P, = 1,800.943
r = 0,025
R = 1,025

Ptahun 2006= P

1 juta (1,04)"
1 juta (1,800943)
1.800.943 jiwa

P 11 tahun kemudian = P,

P

1.800.943 (1,025)° = 2.305.359 jiwa

atau dengan memanfaatkan kaidah logaritma :

P

il
log P,
log P,
log P,
log P,

1.800.943 (1,025)"

log 1.800.943 (1,025)°

log 1.800.943 + 10 log 1,025
6,255499 + 0,107239
6,362738 =~ P, = 2.305.359
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.. . BABS.
< ' FUNGSI

Pemahaman akan konsep fungsi sangat penting dalam mempelajari
disiplin ilmu ekonomi, mengingat telaah-telaah ekonomi banyak bekerja
dengan fungsi. Baik fungsi yang berbentuk persamaan maupun yang berbentuk
pertidaksarnaan. Yang dimaksud defigan fungsi berbentuk. pérsamaan di sini
jalah fungsi yang ruas kiri dan ruas’kanannya dihubungkan dengan tanda kesa-
maan (=), sedangkan‘fu_ngsi'berbeiltuk pertidaksamaan jalah fungsi yang ruas

'“kiri dan ruas kanannya dihubungkan’ dengan tanda “ketidaksamaan

(< atau ). Bab ini mengurdikan segala hal yang berkaitan dengan- konsep
fungsi secara umuim, dalam hal ini fungsi-fungsi yang berbentuk persamaan.
Uraian yang lebih terinci mengenai fungsi-fungsi tertentu disajikan di dalam
bab-bab berikutnya; sekaligus'dengan bahasan mengenai penerapan ¢konomi
dari fungsi yang bersangkutan, BN :

PENGERTIAN DAN UNSUR-UNSUR:FUNGSI, .

 Fungsi. Fungsi ialah suatu bentuk hubungan matematis yang menyatakan
hubungan keéfergantungan (hubungan fungsional) antara satu variabel dengan
variabel lain, Sebuah fungsi- dibentuk oleh beberapa unsur, Unsur-unsur
pembentuk _fungsi adalah variabel,. koefisien "dan konstanta. Variabel dan
koefisien senantiasa terdapat dalam setiap bentuk fungsi. Akan tetapi tidak
demikian halnya dengan konstanta. Sebuah fungsi, yang secara kongkret
dinyatakan daldm bentuk .persamaan atau pertidaksamaan, mungkin sekali
mengandung sebuah konstanta dan mungkin pula tidak. Walaupun sebuah-
persamaan atau sebuah pertidaksamaan tidak mengandung konstanta, tidaklah

+ mengurangi artinya sebagai sebuah fungsi.-
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Varigbel. Varlabel ialah unsur pembentuk fungsi yang mencermmkan atau

mewakili. faktor tertentu, dilambangkan (berdasarkan kesepakatan j umim)
dengan huruf-huruf Latin. Dalam matematika, variabel-variabel dalam sebuah

‘persamaan lazimnya ditulis dengan huruf-huruf kecil, melimbangkan|sumbu- .

sumbu dalam sistém koordinat (absis dan ordinat). Dalam. ekonomlka tidak
terdapat ketentuan bahwa variabel dalam suatu persamaan -harus dltullskanv

-dengan huruf kecil. Berdasarkan kedudukan atau sifatnya; di dalam setiap

furigsi terdapat dua macam variabel yaitu ‘variabel bebas dan vanabel!tenkat
Variabel bebas (independent variable) ia

(lah.vanahel_yang.m
t_lmg_p_ada.\zanabel-lam, sedangkan variabel terikat (indepen @M‘l )
varibﬂmg_nﬂamxa_tﬂgamgﬂg pada varlabel lam -

- Koefisien dan Konstanta. Koefisien ialah bllangan atau angka yang terkait
pada dan terletak di depan suatu .variabel dalam sebuah fungsi. Adapun
konstanta ialah bilangan atau angka yang (kadang-kadang) turut membentuk
sebuah fungsi tetapi.berdiri sendm sebagal bilangan dan tidak terkalt pada

'.suatu variabel tertentu. AT . ‘ i
]

Notasi sébuah fung§i secara umum i oy= A0
Contoh kongkret T o y=5+08x
A Atau karena y = j(x), bisa pula et = 5+ 0,8 x

A

. Bentuk y j(x) d1 atas berarn menyatakan bahwa ¥ merupakan fung51 X,
besar kecnlnya mlal y tergantung pada atdu fungswnal terhadap nilai x. Masmg-

* masing x dan y adalah variabel. Dalam hat ini, x adalah variabel bebas karena

mlamya tidak- tergantung pada nilai varlabel lam ) dalam fungs1 tersebut

Sebahknya » adalah variabel. terikat karena mlamya tergantung pada nilai X.
_Angka 0,8 adalah koefisien vanabel x, karena ia terkait pada vatiabel tersebut Lo
. .Pada-variabel y sesungguhnya terkandung sebuah koefismn lagl, yang besarnya
+. sama dengan 1. Namun karena angka I di depan sebuah variabel hlasanya'
. tidak dituliskan, maka koefisien 1 yang terkait pada variabel yitu seakan-akan
hdak ada. Angka 5 dalam persamaan dl atas adalah sebuah kunstanta =)

Calalan . i
Tentang koeﬁsnen dsn konslanla "Karena. baik koefisien maupun konstan- :
ta sama-sama berupa bllangan kedua istilah ini sering tercampuraduk. Banyak

'buku-teks bahkan hanya menggunakan satu istilah yang sama; dalam “hat ini’
] konstama baik untuk menyebut bilangan yang tidak terkait maupun yang
) terkait, pada sesnatu variabel. Mesklpun pcncampuradukan demlklan tidak

merupakan penylmpangan ‘yang berartl namun mencmpatkan segala sesuatu .
sesuai pada proporsmya tetap leblh balk . I :

Te ang variabel. Selain. vanabel bebas dan vanabel tenkat dij dalarn
statistika dan ekonometrika dikenal pula berbaga: sebutan untuk variabel-
vanabel dalam sebuah.persamaan, antara lain :, "regresor” dan regresan”,

“variabel penjelaskan” dan _”variabel yang duelaskan" serta, vanabel
eksogen” dan "variabel endogen”.
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... Fungsi ‘dapat dlgolbng golongkan menjadl beberapa kelompok Secara '
garls besar fungsi dlkelompokkan atas kelompok fungsi aljabar dan kelompok
fungsi non-aljabar. Rincian j Jems-jems fung51 selengkapnya dapat dlhhat pada

Skema 2di halaman berikut: ) R T T
- }r Lt B S e e K
cetow T T Lw: L P TR S
:. . L. e e " .... ca ’FL’NGS[ . . w. . YR -
S e St e ded oy ;,‘,' --‘n’-:I' e e, Cae
PR . s ' . - ! [
. . . o | R PR
=i fungsialjabar . v v ata - fungs1 non- aljabar (transenden)

PR 1¢ . — 1. !1'. l‘ ORI IR ".'.- e 5_,_" ,
I v N IR S g
-~ f.irrasional f. rasional | N v :
: 5! . . i v +
RIS BT PP - ML SR FERE NN A (R
P r Vo e & T, T L i, RE A
f. polinom -'fupangk_ﬂl f.ekqunensi_hl S ar
f. linear :

) . .. flogaritmik .
A fkuadfﬂl““?‘““"”‘-“\“** e e f. trigonothétrik: ;. T

. kubik -9 p mmg St ik Dl i ._f hiperbalik:  --; .“!”‘:--" T

T P
f. blkuadrat i, i - ;
L R L. . '“\44 - . {z') :- “'} ‘_.
A TL S P A .-‘:"'nnh P TUR,
Ir e £ " - *

Sker_na 2 Pembagmn Jems Fungsr " L

- \
e . g - L. ' . -
) , AP B ! 3 N . .l*u‘!‘ L L Y
" B - - - " - - “— 1]
- LR - 4 r :
(AL S ! By . . .
atlA A " ,.f I R T N L P L

ST ~Fungs: golmom ialah. fungs: yang. mengandung banyak suku (polmom)-
A dalam variabel, bebasnya Bentuk umum persamaan polinom. adalah
Y =@y @ X+, X204 .+ a x~. Pangkat tertinggi pada vanabel suatu
", fungsi;, polmom mencermmkan derajat polinomnya, sekahgus Juga mencer-
mmkan ‘derajat . persamaan atau fungs: tersebut .

S

- ,r,. -

i Fungsn lmear lalah ngst p °“blmom khusus yang pangkat tertmgg1 dari-
variabelnya adalah’ pangKat satu; " oleh karenanya sering:juga’ ‘disebut 'fungsi
berderajat satu. Bentuk umum persamaan linear adalah : y=a,+a.x% di
“'managd, adalah ‘konstanta dan’a =/=0 Fungsn-fungm lain yang pangkat tertmggl'
- dani vanabelnya lebih. dari satu, _secara’ umium_ disebut_fungsi’ ‘non-lmear, ini
mellputl fungsi kuadrat fungs1 kubxk fungsn blkuadrat dan seterusnya.

. L o
4 P . : . ' <

- Al v - - a 0 - :
LT v : O 2 i «1 , W 1 . -, i 4 i

. m e N v Y . g .

¥ i ' N - [ A “ ‘.t =l L RS

o I + - - B + = 1 - ! Al
;" . M A I L Lonb L

. Johanncs dan Budlono Sn Handnko. "Pengantar Matemauka untuk-Ekonomi” , Jakarta,, LP3£S R
1980, halaman 82. b . - ‘ o

1
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1

1] - ' .

- Fungsi kuadrat ialah fungsi polinom yang pangkat tertmggl dari

variabelnya adalah pangkat dua, sering juga disebut fungsi berderajat dua.

Bentuk umum persamaan kuadrat adalah:y = a, + a, x + a, x?; di mana a,
adalah konstama sedangkana dana, adalah koeﬁs:en a, % 0. f-

. Fungsn berderala n 1alah fungs1 yang: pangkat tertinggi dari vanabelnya
adalah pangkat n (# = bilangan nyata).. |

- Bentukumumnya:y=a + @ X + & X + ... + a x' + a, x";d‘lmana‘

a, adaIah konstanta, a, hinggaa, adalah koefisien, dan a, #0. L

Fungsi pang _,a_t,lalah fungsi yang vanabel bebasnya berpangkat sebuah
bllangan nyata bukan nol. 3
Bentuk umumnya : y. =.x" n = bilangan nyata bukan nol. |

. Fungsi eksponensial ialah fungsi yang variabel bebasnya merypakan
pangkat dari suatu konstanta bukan nol. _ .
Bentuk umumnya : y = n~ n> 0. X S
(Bandingkan pengertian-atau bentuk fungsi eksponen51al ini dengan pengeruan
atau bentuk fungsi pangkat. Perhatikan letak-letak n dan x pada kedua jenis

fungsi tersebut). - - . L }

Fungsi logantmlk ialah fungsi balik (inverse) dari fungSI eksponensml
variabel bebasnya merupakan bilangan logaritmik. i

- |
~ Bentuk umumnya : y = " log x. :

Fungsi trogonometrik dan fungsi hiperbolik ialah fung51 yang varlabel
bebasnya merupakan bilangan-bilangan goneometrik.

Contoh persamaan t_rlggp_cml_ctnk :y=sinSx — . i
Contoh persamaan hiperbolik :y = arccos 2x. L o

 Selain pembagian jenis fungsi sebagaimana yang baru saja dluralkan di
atas, berdasarkan letak* ruas variabel- vanabelnya fungsi dibedakan menjadl
dua jenis yaitu fung.s? eksplisit dan fungsi implisit. Fungsi eksplisit ialah!fungsi

e yang variabel bebas dan variabel terikatnya terletak di ruas yang berlainan.
Sedangkan fungsi implisit jalah fungsi yang variabél bebas dan variabel terikat-

nya terletak di satu ruas yanhg-sama, di ruas kiri semua atau di ruaslkanan

semua. Secara operasional, bentuk u maan fungs: yang eksphslt dan
yang implisit dapat dilihat scbagai rlkut Lo _ ) i

Fungsi . Hentuk Eksplisit . Bentuk Implisit
‘U Lt R A L * . b
“Umum ¥y =S Jix, =20
Linear y=a,+a,x do+a,x—y=0 '
Kuadrat ~ y=a,+a,x+a,xt a,+a,x+a,x*—yp=0
Kubik y=ag+ g x+axt+ax a,+a, x+a,x +a,x3fj;y=0
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Setiap fungsi yang berbentuk eksplisit senantiasa dapat diimplisitkan, -
tetapi tidak semua fungsi implisit .dapat diubah menjadi bentuk eksplisit.
Sebagai contoh, persamaan implisit x2 — 5« + y2.— 3» = 0 adalah mustahil
untuk dieksplisitkan. -

5.3 PENGGAMBARAN FUNGSI LINEAR

-Setiap fungsi — yang berbentuk eksplisit, atau bisa dieksplisitkan — dapat
disajikan secara grafik pada bidang sepasang sumbu silang (sistem koordinat).
Gambar yang dihasilkannya mungkin berupa garis lurus atau berupa kurva,
tergantung pada jenis fungsi yang bersangkutan. Gambar dari sebuah fungsi
dapat dihasilkan dengan cara menghitung koordinat titik-titik yang memenuhi
persamaannya, dan kemudian memindahkan pasangan-pasangan titik tersebut
ke sistem sumbu silang. Dalam menggambarkan suatu fungsi terdapat kebia-
saan meletakkan variabel bebas pada sumbu horizontal (absis) dan vanabel
terikat pada sumbu vertikal (ordinat).

Penggambaran fungsi linear adalah yang paling mudah dilakukan. Sesuai
dengan namanya, setiap fungsi linear akan menghasilkan sebuah garis lurus
(boleh juga disebut kurva linear) jika digambarkan.

Contoh :
NDy=3+2x Dy =
0 |1 13| 4 x 2 4
yi3 |3 9 |11 2 6
7 YA
12 12l
10t : wwwW-—-———————=—=-—— -
________ | !
[ ! I
8 I I 8fr—— = |
______ | | 4 | |
> | | | | l.
6 Lo 6 ——————- I
f— / [ | | I- | |
of 10 - L
| i I[ 1 4 I o q |
A A
2 : | 1 | v piiy I '| ]| I
| I. - \_ L [
0 T2 A = 0 1 2 3 4 é X

Gambar 5—1
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dengan menghubungkan koordinat atau pasangan titik-titik yang ada,

Dumairy, Matematika Terapan untuk Bisnis dan Ekonomi

Dengan memberikan_nilai-nilai tertentu untuk variabel bebas_x, lalu.
disubstitusikan ke dalam persamaan fungsinya, akan_diperoleh nildi-nilai
variabel terikat y, sebagaimana dicontohkan oleh kolom-kolom x dan y gi atas
kedua gambar tersebut. Berdasarkan nilai-nilai (x, ) yang diperoleh dapatlah
ditentukan koordinat titik-titiknya. Garis dari persamaan dapat digambarkan

. Pada persamaan linear y = a + bx, konstanta ¢ adalah penggat (inter

garis pada sumbu vertikal y, sedaﬂgwgiﬂ]_bmpmpggan koefisien arah
atau léreng (sfope) garisnya. Dalam hal ¢ = 0, maka garisnya tidak mempunyai
penggal pada sumbu vertikal. Ini berarti bahwa garis yang bersangkutan ber-
mula dari titik pangkal (0,0), sebagaimana terlihat pada Contoh 2) di atas.

Apabila koefisien arah b bernilai positif (b > 0), garisnya bergerai-: dari
kiri-bawah ke kanan-atas, sebagaimana ditunjukkan oleh kedua contoh tadi.
Akan tetapi jika koefisien arah tersebut bernilai negatif (b <0), seperti
diperlihatkan oleh Contoh 3) di bawah ini, garisnya akan bertolak dari kiri-atas
ke kanan-bawah.

) y=8—-2x yA
Y
a b .
x| 0 1 4
¥y 6 210 {
X

Gambar 5—2

Letak garis atau kurva dari sebuah fungsi linear tidak selalu di kuadran
pertama, pada x positif dan y positif. Melainkan mungkin pula di kvadran II,
III atau IV. Hal ini tergantung pada besar kecilnya — maksudnya positif atau
negatif — nilai-nilai x dan y. Perlu dicatat, analisis matematik dalam ekonomi
lebih memusatkan diri.pada kuadran pertama. |

Untuk memperoleh gambar dari sebuah fungsi linear, sesungguhnya tidak
perlu menghitung terlalu banyak titik koordinat. Mengingat dengan dua buah
titik saja sudah bisa dibentuk sebuah garis lurus, maka cukup dengan dua
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koordinat yang memenuhi persamaan yang bersangkutan kita sudah akan bisa
menggambarkan kurvanya. Atau, lebih cepat lagi, melalui penggal dan lereng
dalam persamaannya.

5.4 PENGGAMBARAN FUNGSI NON-LINEAR

Pengganibaran fungsi non-linear tidak semudah fungsi linear. Meskipun
prinsipnya secara umum sama, yakni dengan terlebih dahulu mencari sejumlah
titik koordinat yang memenuhi persamaan fungsinya, namun prakteknya
tidaklah muidah. Bukan saja karena kurvanya yang jelas akan tidak linear,
sehingga relatif sulit untuk dilukiskan, tetapi juga karena terdapat tidak hanya
satu macam fungsi non-linear. Masing-masing fungsi non- linear mempunyai
bentuk khas mengenai kurvanya, sehingga harus diamati kasus demi kasus.

Di bawah ini diperlihatkan beberapa bentuk gambar dari fungsi non-
linear, berdasarkan penggambaran melalui koordinat demi koordinat. Sesudah
itu akan dibahas beberapa sifat tertentu kurva non-linear. Uraian lebih
terinci mengenai fungsi non-linear dapat dijumpai di dalam bab tersendiri
yang membahas tentang itu, yakni Bab 7 (Hubungan Non-Linear).

"Contoh (peng)-gambar-(an) fungsi non-linear :
1) Fungsi kuadrat parabolik’
y=8—4x+ x?

0| 1 |2 |3 | 4]y
514 |5

_—— e e = = —

“quadBHC

/|
f
I
I
!
!
{
i
!
[

4

|
|

o
1 |
| |
| |
| 1
7 3

Gambar 5—3

\‘ e
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i
]

2) Fungsi kuadrat parabolik . o
X=8—2y_— y? S

A . .
y | x ;
—4 0
—3 5
-2 8
—1 | 9 > X
0| 8
1 5
-2 |0
. Y Gambar 5—4 ‘
3) Fungsi kubik / ;
y=-—2+4x2—x? !
x |. ¥ YA
—1| 3
0 | —2 o1 :
1 1
2 6
3 7
4 —2 {

—— e ——

IA

Gambar 55

Kurva non-linear mempunyai sifat-sifat tertentu. Melalui sifat-sifat khas
ini dapat diantisipasi atau diketahui pola kurvanya. Berdasarkan pengetahuan
akan sifat-sifat ini, penggambaran suatu fungsi non-linear dapat dilakukan
dengan menggunakan lebih sedikit titik koordinat. Sifat-sifat kurva non-linear

\
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yang dibahas di sini meliputi penggal, simetri, perpanjarigan, asimtot dan
faktorisasi. ' -

5.4.1 Penggal

Penggal sebuah kurva adalah titik-titik potong kurva tersebut pada
sumbu-sumbu koordinat. Penggal pada sumbu x dapat dicari dengan
memisalkan y = 0 dalam persamaan yang bersangkutan, sehingga nilai x dapat
dihitung. Penggal pada sumbu y dicari dengan memisalkan x = 0, sehingga
nilai y dapat dihitung. :

Contoh: y = 16 — 8 x + x?
Penggal pada sumbu x : y
Penggal pada sumbu y: x

0—+x
0—y=16

5.4.2 Simetri

Dua buah titik dikatakan simetrik terhadap sebuah garis apabila garis
tersebut berjarak sama terhadap kedua titik tadi dan tegaklurus terhadap
segmen garis yang menghubungkannya. Dua buah titik dikatakan simetrik
terhadap titik ketiga apabila titik ketiga ini terletak persis di tengah segmen
garis yang menghubungkan kedua titik tadi.

¥y Y : ¥
| | , ;
' Eo—t—4t WD
A (x,
1} e (—x 9N e » G (x, »}
c N X N
- 9 % P x 5 x A X

* B{x. — ¥ . ! H(—x. —y)
| y ¥
@ o ©

Gambar 5—6

Pada Gambar 5—6(a), titik A dan titik B simetrik terhadap sumbu x
karena sumbu ini berjarak sama terhadap A dan B serta tegak lurus terhadap
segmen garis AB. A dan B simetrik pula terhadap C karena yang terakhir ini
terletak persis di tengah segmen garis AB, Gambar 5—6(b) memperlihatkan
titik D dan titik E simetrik terhadap sumbu y, serta terhadap titik . Gambar
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ekivalen.
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. !
paling kanan menunjukkan simetri G dan H terhadap tilik pangkal 0!(0,0).

Berdasarkan pembuktian-pembuktian grafis ini, dapat dmmpu]kan bahwa titik
(x, y) adalah simetrik terhadap titik :

(x, —y) sehubungan dengan sumbu x
(—x, ») sehubungan dengan sumbu y
(—x, —) sehubungan dengan titik pangkal. - l
Bertolak dari kesimpulan-kesimpularr di atas, dapat pula ditarik kesim-
pulan mengenai simetri sebuah kurva terhadap sumbu-horizontal x, terhadap
sumbu-vertikal y, atau terhadap. titik pangkal. ) :

o Sebuah kurva akan simetrik terhadap sumbu x jika untuk setiap titik (x,
¥) pada kurva itu titik simetri (x, — ) juga terdapat kurva tersebut, yakm jika
penggantian y oleh — y dalam persamaannya menghasilkan persamaan yang

.® Sebuah kurva akan simetrik terhadap sumbu y jika untuk setiap titik
(x, ¥) pada kurva itu titik simetri (—x, ») juga terdapat pada kurva tersebut,
vakni jika penggantian x oleh —x dalam persamaannya menghasilkan persa-
maan yang ekivalen. |

@ Sebuah kurva akan simetrik terhadap titik pangkal jika untuk setxap titik
(x, ») pada kurva itu titik simetri (—x, —y) juga terdapat pada kurva tersebut,
yakni jika penggantian x oleh —x dan y oleh —y dalam persamaannya
menghasilkan persamaan yang ekivalen.

@ (b (©

- Gambar 5—7
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1

Secara nngkas dapat dlrumuskan bahwa’ kurva dan suatu persamaan f(x,

y) = -0- adalah- 51metnk terhadap S S R
,‘ rsumbulekaf(x, ¥'= A, —y) = 0"‘ V R E T
¢ o - sumbuey jika fix, ¥) = ﬂ—x. y) = e T
S tmk pangkal _uka S, y) j(—x, —y) DR

Sebuah kurva yang snmemk terhadap kedua sumbu X dan sumbu ¥y, dengan -
sendirinya akan simetrik pula terhadap .titik pangkal Akan tetapi simetrik
terhadap titik pangkal tidak beram dengan sendmnya simetrik terhadap salah
satu, apa lagi kedua, “sumbu. Pada umumnya simetri dalam dua di antara tiga

. hal (sumbu x, sumbu Fs dan titik pangkal) senanuasa membuahkan kesnmetnan-
terhadap hal Yyang ketlga Suatu kurva memlhkl kemungkman untuk sithetrik
terhadap tidak satupun, salah’ satu, atau ketlga ‘hal tersebut: tetapl tidak akan

. pernah simetrik- terhadap hanya dua hal saja.

TR Yoo

Contoh ‘

’ 1) Kurva dari persamaan xz + yr— §=' 0‘ e Th oY
o adalah 51metr1k terhadap sumbu x, sumbu y dan tmk pangkal -t

"r»ﬂ«\’.' 2y) = 4 (—}’)2 — 5 = x2 + yz = 5; temyataf(x, .-—y) Z o
R eklvalen dengan flx, »).= 0, beraru fx; y) =0 simetrik terhadap sumbu

X s ' ‘ Prl":\‘ lylv"l‘,q“" ~“';:‘t' Yo

- j(—x.y) (—x)2 + y2—5 XA yr -5 ternyataﬂ—x,y)

! ‘-ekwalen dengan f(x. ¥) =0, berarti:f(x, y):= Osmemk terhadap sumbu
'y! R b .

=j(—x. —)) = (-—.vr)z + (—y)2 —=5S=x 4 y2—5 ternyata fl— x, —y)'
.= Oeklvalen denganﬂx, » = 0, berartl f(x. = OSImetrlk terhadap titik

. pangkal . ::,_ . T -
,."._ -=2): Kurva dar: persamaan .1r4 + xly + 3 y — 7 =0
) _simetrik hanya terhadap sumbu » tetapl tldak snmetrlk terhadap sumbu X -

dan titik pangkal ' Ciwin

ﬂ —P) == x’y— 3y— 7; f(x, — N = 0 tidak ekwalen denganf(x, .
y) - 0, beraru j(x y) -0 udak s1metr1k terhadap sumbux. -

Lo ﬂ—x y) = x‘ ¥ x’y i 3y—7 j( x, y) Oekwalendenganf(x »
Lo r= 0, beraru ﬂx y) = 0 snmetrlk terhadap sumbu Y.,

kel Tt

ir

FR=x =)y = «\" okt y— ’3y —-T ﬂ— X, — ¥ —=0 ndak ekwalen
§'--' dengan j(x )’) = 0 berarn ﬂx y)—,.O ndaks:metnkterhadap titik pangkal.
e T te e v _.‘..-‘ S I
T 3) Sehdlk:lah kesxmeman kurva yang dlcermmkan oleh persamaan 3 x? +4x
= Sy 20wk Lot ;:-‘ O .f,:,-:w‘ i
Ax, — y) = 3 x2 + 4x +5 v f (x — y) = 0 tidak’ ekwalen dengan fx,. Y
= 0, berarn Ax, y) 0 tidak s:metnk terhadap sumbu X. .

F" .
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A—xN =3x2—4x—5y fl—x y) = 0tidak ekivalen cflengan
Ax, ¥y = 0, berarti f {x, y) = 0 tidak simetrik terhadap sumbu y. I

fi—x,— ¥ = Ixt—4x + Sy; [— X — y) = Otidak ekivalen dengan
Sx y) 0, berarti fix, ») = 0 tidak simetrik terhadap titik pangkal

Jadi, kurva dari persamaan di atas tidak smetnk terhadap sumbu x sum-
bu y dan titik pangkal

Kesimetrian suatu kurva tidak -selalu harus dilihat dari salah satu sumbu
ataupun titik pangkal ‘tetapi dapat juga dibandingkan terhadap sebuah garis
lurus tertentu (yang bukan merupakan sumbu ddlam sistem koordinat) atau
terhadap suatu titik tertentu (yang bukan merupakan titik pangkal).- I‘
5.4.3 Perpanjangan '
. |
Dalam menggambarkan kurva dari suatu persamaan flx, ») = 0, pada
umumnya kita membatasi diri hanya sampai nilai-nilai x dan y tertentu. Kita
tidak tahu sampai seberapa jauh ujung-ujung kurva tersebut dapat dxperpan-
jang, apakah sampdi ke nilai-nilai x atau y tak terhingga (  «) ataukah terbatas
hanya sampai nilai-nilai x atau y tertentu. Konsep perpanjangan dalam SekSl ini
akan menjelaskan apakah ujung-ujung. sebuah kurva dapat terus menerus
diperpanjang sampai tak terhingga (tidak terdapat batas perpanjangan), -
ataukah hanya dapat diperpanjang sampai nilai x atau y tertentu (terdapat
batas perpanjangan). \

Titik-titik (x, ») pada bidang sepasang sumbu-silang (sistem koordinat)

" sesungguhnya hanyalah mencerminkan koordinat-koordinat yang terdiri atas

bilangan-bilangan nyata. Sistem koordinat tersebut tidak berlaku bagi titik-

titik koordinat yang mengandung bilangan khayal. Jadi, nilai-nilai x untuk y

yang berupa bilangan khayal dan nilai-nilai y untuk x yang berupa bilangan

khayal tak dapat ditempatkan di situ, sehingga harus dikeluarkan dari lbldang
sepasang sumbu-silang tersebut. :

Jika sebuah persamaan mengandung varlabel berpangkat genap; maka
penyelesaian untuk variabel yang bersangkutan akan melibatkan akar ber-
pangkat genap. Konsekuensinya, perpanjangan kurva dari persamaan yang -
demikian boleh jadi terbatas, mengingat bilangan negatif di bawah tanda akar

. akan selalu’ menghasilkan bilangan khayal. Dalam menyelidiki terdapat atau
tidaknya batas perpanjangan sebuah kurva, sebaiknya (jika dlmungkmkan)
persamaannya dleksphsltkan untuk masmg—masmg variabel agar dapat
diketahui- batas perpanjangan pada masing-masing variabel tersebut. Patut
dicatat, kehadiran batas perpanjangan pada salah satu variabel dapat dengan
sendirinya membatasi perpanjangan pada variabel lainnya.

i
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Secara ringkas dapat dirumuskan bahwa kurva dan suatu persamaan f{x,
0 adalah snmetnk terhadap : - ) -

“sumbu x Jlkqj(x, »=fx,—p =0 _
sumbu y jika Ax, ») = A—x, ») = 0o - - R
- titik pangkal jika 1% y) = j(—-x —y) = T

P

Sebuah kurva yang simetrik terhadap kedua sumbu x dan sumbu y, dengan

sendirinya akan simetrik pula terhadap titik pangkal. Akan tetapi simetrik
terhadap titik pangkal tidak berarti dengan sendirinya simetrik terhadap salah
satu, apa lagi kedua, sumbu. Pada umumnya simetri dalam dua di antara tiga
hal (sumbu x, sumbu y, dan titik pangkal) senantiasa membuahkan kesimetrian
terhadap hal yang ketiga. Suatu kurva memiliki Kemungkinan, untuk simetrik
terhadap tidak satupun, salah satu, atau ketiga hal tersebut: tetapi tidak akan

pernah simetrik terhadap hanya dua hal saja.

AR
PYS

Cantoh:

" 1) Kurva dari persamaan x? + yi-5'= 0

adalah simetrik lerhadap sumbu X, sumbu y dan titik’ pangkal

Nx, —y) = xr + (—y)r — 5 = x + y: — 5; ternyata flx, —.}’) =0
ekivalen dengan f(x, y) = 0, berarti j(x, ») = 0 simetrik terhadap sumbu
X.- ; .

f(—x:.}’)‘ (— )2 +-yr=—"5'= x2 +y2—5 ternyataf(—x, ) =0
ekivalen dengan f(x. ¥) = 0, berarti fix, y) = Os:memk terhadap sumbu
B -
f=—x—=P =1+ (=yp—5=x2+y—3 ternyataﬂ—x — )
= Oekivalen dengan j(x » =290 beram_f(x, y) = (0 simetrik terhadap titik

. pangkal. .

LN

- 2) Kurva darl persamaan x+. + xly + 3 y-—- 7 =0

simetrik hanya terhadap sumbu ), tetapi tidak sxmemk terhadap surnbu x
dan titik pangkal

L
S —y=x—x'y— 3y— 7 Ax, —y) = 0 tidak ekivalen denganf(x
» =0, berartl f(x y) =0 udak s:metnk terhadap sumbu x.

A—x, y) X'+ x’y + 3y—7 A—x ). = _0 ekivalen denganf(x ¥)
= 0, berarti ix, ) = 0 snmetrlk terhadap sumbu Yoo o

R=x, =P =x=y—3y— T i—x, — )= Otldakekwalen

: dengan f(X. )’) =+0,berarti flx, .P)— 0 tldak mmetnktcrhadap titik pangkal

3) Selidikilah kesnmetrlan kurva yang dxcermmkan oleh persamaan 3 x2 + d4x
=Sy =07 o . T s i Do

fix, —»=3 x: +4x+5 ¥ f (x, y) = 0 tidak ekwalen dengan _f(x, »
= 0, berarti f{x, ¥) = 0 tidak simetrik terhadap sumbu X.
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j(— X, y) 3 x2—4x— 5y fi—x, » = 0 tidak ekivalen cieﬁgan
Ax, yy = 0, berarti f(x, y) = 0 tidak simetrik terhadap sumbu y. '

A—x — ) =3x2—4x + 5y fl— x — )) = 0tidak ekivalen dengan
fix, ¥) =0, berarti fix, ») = 0 tidak simetrik terhadap titik pangkal.

Jadi, kurva dari persamaan di atas tldak sxmetnk terhadap sumbu X, sum-
bu Y dan titik pangkal R . |

Kesimetrian suatu kurva' tidak selalu harus dilihat dari salah satu sumbu .
. ataupun titik pangkal, tetapi dapat juga dibandingkan terhadap sebuah garis
B lurus tertentu (yang bukan merupakan sumbu dalam sistem koordmat) atau
terhadap suatu tmk tertentu {yang bukan merupakan titik pangkal)
t
T : . |
5.4.3 Perpanjangan ) .
N
Dalam menggambarkan kurva dari suatu persamaan fix,» =0, pada
. umumnya Kkita membatasi diri hanya sampa1 nilai-nilai x dan,y tertentn. Kita
tidak tahu sampai seberapa jauh ujung-ujung kurva tersebut dapat diperpan-
jang, apakah sampai ke nilai-nilai x atau y tak terhingga (+ ») ataukah terbatas
hariya sampai nilai-nilai x atau y tertentu. Konsep perpanjangan dalam sekm ini
akan menjelaskan apakah ujung-ujung sebuah kurva dapat terus menerus
diperpanjang sampai tak terhingga (tidak terdapat batas pcrpanjangan),
ataukah hanya dapat diperpanjang sampai nilai x atau y tertentu (terdapat
batas perpanjangan). ' ' '

Titik-titik (x; ») ‘pada bidang sepasang sumbu-silang (sistem koordinat)
sesungguhnya hanyalah- mencerminkan koordinat-koordinat yang terdiri atas
bilangan-bilangan nyata. Sistem koordinat tersebut tidak berlaku bagi titik-
titik koordinat yang mengandung bilangan khayal. Jadi, nilai-nilai x untuk y
yang berupa bilangan khayal dan nilai-nilai y untuk x yang berupa bijlangan
khayal tak dapat ditempatkan di situ, sehingga harus dzkeluarkan dan bldang
sepasang sumbu-silang tersebut,

Jlka sebuah persamaan mengandung, variabel berpangkat genap, maka
penyelesaian untuk variabel yang bersangkutan ‘akan melibatkan akar ber-
pangkat genap. Konsekuensinya, perpanjangan kurva dari persamaan yang
demikian boleh jadi terbatas, mengingat bilangan negatif di bawah tanda akar
‘akan selalun menghasilkan bilangan khayal. Dalam menyelidiki terdapat atau
tidaknya batas perpanjangan sebuah kurva, sebaiknya (jika dimungkinkan)
persamaannya dieksplisitkan untuk masing-masing variabel agar dapat
diketahui batas perpanjangan- pada masing-masing variabel tersebut.-Patut °
dicatat, kehadiran batas perpanjangan pada salah satu variabel dapat dengan
sendirinya membatasn perpanjangan pada variabel lainnya.
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Contoh :
1) Selidiki apakah terdapat batas’ perpamangan bag1 kurva yang dlcermmkan
© -olehi persafaan y® iy 25 .= 0 e BRI
Serudemye Lnon
Penyelesalan untukx X = # \/{ 25 +y: . .

Berapapun nilai | y, bllangan di bawah4 tanda akar akan selalu posmf

' "sehmgga x akan selalu berupa bilangan nyata. Berarti. perpanjangan kurva

. 2)-

5.4.4

' l'searah sumbu y tldak terbatas

-, Ve A e
T Do LT o

Penyelesaian untakiy ' '* p = Cul V¥t G e

Jika x < § atau x > — 5 (ringkasnya: | x | < 5), bilangan di bawah tanda akar
akan negatif dan y akan menjadi bilangan khayal atau maya (tidak nyata).
Berarti perpanjangan kurva searah sumbu Xx terbatas hanya sampai
X = x5

Jadi, dalam kasus contoh 1) ini, tidak terdapat batas perpanjangan bagl kur-
va untuk variabel x (searah sumbu ), tetapi terdapat batas perpanjangan
untuk vanabel y (searah sumbu x)

Selidiki apakah terdapat batas perpanjangan bagl kurva yang dicerminkan
oleh persamaan X+ yl —25=0 .

Y

Penyelesalan untuk x:  x =+ -\/ 25 — }’2

Jikay> 5 itau y < —5 (ringkasnya : | y | > 5), bilangan di bawah tanda
akar akan negatif dan x akan menjadi bilangan khayal, sehingga tidak dapat
ditempatkan ‘pada sistemn koordinat (Ingat bahwa sistem koordinat hanya
berlaku bagi bilangan-bilangan nyata!). Berarti perpanjangan kurva searah
sumbu y terbatas hanya sampai’y =  + §, dengan perkataan lain perpan-
jangan tersebut terbatas hanya untuk interval — 5 y< 5.

o Penyelesalan untuky Jf Ly == \/ 25—x2 T

Jika ] X. | > 5, makay menjadl khayal. Sejalan. dengan logika penjelasan di
atas, perpanjangan kurva searah sumbu x terbatas hanya untuk interval
—5< x< 5,

[Perhatikan bahwa dalam kasus Contoh 2) ini keterbatasan perpanjangan
pada variabel x membatasi pula perpanjangan pada variabel y].

Konsep perpanjangan kurva mempunyai jalinan khusus dengan konsep

. asimtot, yang segera akan dibahas di dalam seksi berikut. '

Asimtot

Asimtot suatu kurva adalah sebuah garis lurus yang jaraknya semakin dan

semakin dekat dengan salah satu ujung kurva tersebut. Jarak itu sendiri tidak
akan menjadi nol; atan dengan perkataan lain, garis lurus dan kurva tadi tidak
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sampai berpotongan. Jadi, suatu kurva dikatakan asimtotik terhadap sebuah
garis lurus tertentu apabila salah satu ujung kurva semakin dan semakin

mendekati garis yang bersangkutan. :

Pembicaraan tentang asimtot tak dapat tidak melibatkan konsep Timit.
Secara umum, garis y = @ + bx merupakan asimtot kurva y-= f(x) jika_f(x)
senantiasa lebih kecil atau senantiasa lebih besar dari ¢ + bx dan semakin
mendekati ¢ + bx apabila x dan y diperpanjang tanpa batas. Dengan notasi
limit, hal ini dituliskan sebagai f(x) =+ + bx apabila x, y —>«

y ¥ !

A A :
y=—a—bhbx : y=—a—bx

\ =X - > X

@

- . Cambhr 58

Asimtot-asimtot yang sejajar atau benmplt dengan sumbu- sumbu koor-
dinat b:asanya mendapat perhatian lebih khusus. Asimtot-asimtot horizontal
dan vertikal ini didefinisikan sebagai benkut (perhaukan Gambar 5—9)

® Garisx = Kk adalah konstanta) merupakan asimtot vertikal dari kurva
Y = f(x) jikakarenay — maka x —k dan x <k atau x> k untuk setiap nilai
X.

® Garis ¥y = k (kadalah konstanta) merupakan asimtot horizontal dari
kurva y = flx) jika karena x —>vmaka y - k dan y <k atau y > k& untuk
setiap nilai y.
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(a) (b)
Gambar 5—9

Penyelidikan mengenai asimtot sangat berguna untuk mengetahui pola
kelengkungan kurva yang akan digambarkan. Dengan demikian perlu diselidiki
persamaannya untuk kasus x dan y mémbesar tanpa batas (x = + v, y = + »)
serta untuk kasus x dan y mengecil tanpa batas (x =+ — «», y —=— «}, Nilai
variabel yang tidak menaik atau menurun tanpa batas perlu pula diselidiki,
guna menentukan apakah kurvanya mendekati asimtot dari kiri ataukah dari
kanan [dalam hal asimtot vertikal, perhatikan Gambar 5—9(a)], atau apakah
mendekati dari atas atau dari bawah [dalam hal asimtot horizontal, perhatikan
Gambar 5—9(b)]. Dalam meryelidiki asimtot akan lebih mudah
menyelesaikannya secara-eksplisit untuk masing-masing variabel satu per satu,
jika hal ini memungkinkan. Prosedur demikian, sebagaimana diterangkan
sebelumnya dalam Seksi 5.4.3, bermanfaat pula dalam menentukan ada
tidaknya batas perpanjangan kurva-yang bersangkutan. Mengingat kehadiran
batas-batas bagi perpanjangan suatu kurva dengan sendirinya akan membatasi
kenaikan dan penurunan variabel x serta y, kehadiran batas-batas tersebut pen-
ting bagi penyelidikan mengenai asimtot, Kurva yang terbatas perpanjangan-
nya hanya sampai nilai-nilai x atau y tertentu, dengan. perkataan lain x atau y
tidak mungkin terus menerus diperbesar atau diperkecil sampai tak terhingga,
boleh jadi dengan sendirinya tidak mempunyai suatu asimtot vertikal atau
asimtot horizontal. (Dari sini kita dapat melihat "sumbangan” konsep perpan-
jangan kurva bagi penyelidikan mengenai asimtot),

Contoh :

' 1) Selidiki apakah kurva dari persamaan x — 3y + xy — 2 = 0 mempunyai

asimtot vertikal dan/atau asimtot horizontal.
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Penyeiésaian urituk.x ;
Iy + 2 . T _.i“-
1+ y S

- Jlkay-'+m maka x =3 dan x<3 ‘
Jika y +— », maka x =3 dan x > 3 -
Berdrti x = 3 mempakan asxmtoi.

X.=

~

"
LIS - 4 s . N
n T . f\._ v

Gambar 5—10 N

[
\

Penye]esaian untuk’'y ;
' X—=2
I—x-

y:

Jika x =+ , maka y —+— 1 dany<—1
Jlka.x—' v, maka y—+— 1 dan.y>|~ -1
Berarti y = -1 merupakan asimtot.

;o N
[T PR L

2) Selldlkl apakah kurva darl persamaan x2 — y 2 = 0 mempunyal as:mlot

' vertlkal dan/atau asnmtot horlzontal i

PR 4% - . . 3

"' Penyelesaian untuk x .
B L PO !

* S R i

.-
' a2l

et g A P
, I L . T . "

s | |
! i —

‘:rp_ +,”\/_Jm_’_+_2_ ‘ "'.,;q“' - '. s

;-,Jlkay—* +,m, makax-* + o

I
| ,
Jika-y T~ w, maka X = bllangan khayal.

Beérarti tldak ada asimtot vertlkal.:

Gambar 5—11

5.4. 5 J’aktonsasn

- Faktorisasi fungsi maksudnya ialah menguraikan ruas utama

- Penyelesaian untuk y : Lo
y=xr—2 .
. A '1 : .
- Jikax:—> 4+ », makay —~+ v
 Jikax >.—w makay > +w» .
. . Juga tidak ada asimtot horizontal

"fungsi _

tersebut menjadi bentuk perkalian ruas-ruas utama dari dua fungsn yang lebih

kecil.

‘Sebagai contoh faktonsasx sebuah. fungs: yang mem:llkl persamaan

"
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fx, N = 0 berarti membéntuk scdemikiaq rupa sehingga diperoieh S, ») =
2(x, ») . h(x, p). [Catatan : fix, ») djsebut ruas utama dari fx, ) = 0].

‘Dalam menghadapi persamaan Aflx, ) = 0 seringkali, karena
kompleksnya jalinan antara x dan y, kita mengalami kesukaran untuk meng-
gambarkan kurvanya. Kesukaran demikian bisa diatasi dengan jalan mem-
faktorkan (menguraikan) fungsi tersebut, jika hal ini memungkinkan (tidak

" semua fungsi dapat difaktorkan). Gambar yang dihasilkan akan terdiri atas
gambar dari fungsi-fungsi yang lebih kecil. Jadi, jika Ax, ) = 0 dapat
difaktorkan menjadi g(x, ).A(x, ¥) = 0, maka gambar dari flx, ») = 0 akan
terdiri atas gambar-gambar dari g{x, y) = 0 dan & (x, ) = 0. Penyelidikan
mengenai faktorisasi adalah penting, mengingat sebuah persamaan-kompleks
yang dapat difaktorkan sulit digambarkan dengan tepat “apabila tidak
difaktorkan. (Persamaan-kompleks di sini maksudnya ialah persamaan yang
mengandung suku berbentuk hasilkali -antara variabel bebas dan variabel
terikat, misalnyax: — 5y + 3 xy = 0).

Contoh ;
1) Gambarkan kurva dari persamaan 2x? —xy—yz = 0

Faktorisasi persamaan di atas meng-
hasilkan :
(x—x)(2x +)) =0,

sehingga gambar dari 2x? — xy — y?
= 0 terdiri atas garis-garis lurus x — y
=0dan2x + y =0 '

A
Y
x

X2y —yi =0

Gambar 5—12
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2) Gambarkan kurva dari_ persamaan ¥’ + xy! —xy—y? = 0

L P iy —yr=0
VO+x)—xy+21=0
O —0 + X =0

f x .. -7 Faktorisasi: . o
- T

P X -

P+ xyl—xy—yi=0 o

Y

Gambar 5—13

" Latihan Fungsi

1. Tentukan penggal — x dan penggal —y dari persamaan-persamaan ; |

(a) Sx—10y—20=0 () x2+y2—8x—6y—11=0
M) x?—6x+y+2=0 (d)xl—-—4x2—3x——y+18==0

2. Setidiki kesimetrian kurva dari persamaan-persamaan berikilt terhadap
sumbu —x, sumbu —y dan titik pangkal,

(@ 6x2+5x—y=0 ) x1+5y2_3=090
(b) x> + 8x2p+3y=0 (d) x2—y2 =0

3. Untuk persamaan-persamaan di bawah ini, selidikilah apakah terdapat
batas perpanjangan bagi kurva-kurvanya :

(@) x2 + y2 = 100 () 2x—5=y2
(b)) 0,5x2—0,5y2=147,92 (d) x? + y4—6 =0

4. Tentukan apakah kurva yang dicerminkan oleh persamaan-persamaan
berikut mempunyai asimtot vertikal dan/atau asimtot horizontal :

(@ 4x2 + 6y2 4+ 12 =0 (© x—y—2xp=35
(b) x* + 4y =x2y (d) x2y2 +3x: + 6y2 =0

5. Selidiki apakah persamaan-persamaan berikut dapat difaktorkan :

(@ x2—xy—2y2=0 D x—y=2xy+5
(b) x2p—x2—4y =0 (d) x2y—xy? =x—y



6. IUntulc pel:sanilaan XY —yt =9, o oo ‘ '
. (a) tentukan penggal pada masing-masing sumbu T
“(b) selidiki kesimetrian kurvanya ST ‘
(c) selidiki batas perpanjangan kurvanya.

7 Untuk persamaan xy —x— y 2,

(a) tentukan penggal pada masmg-masmg sumbu -

(b) selldlkl kes:metnan kurvanya

(d) tentukan asimtot vertikal dan/atau as:mtot horizontal
(e) jelaskan' apakah persamaan tersebut dapat difaktorkan: .

8 Permtah serupa sepertl Soal 7 dl atas untuk X1 —4x %.y= 12.

9 Penntah seperti Soal 7 untuk y (x +, 2) (x— 3) 2 dan kemudlan gam-
barkan kurvanya ! . - .

10. Tentukan apakah pernyataan-pernyataan di bawah ini benar atau salah,""
. dan betulkan jika salah :

(a) ‘Persamaan x?y = 9 tidak mempunyal penggal —x dan penggal —y
.(b) Kurva dari persamaan x3 — 4y = 0simetrik terhadap tmk pangkal
_ .dan perpanjangannya. tak terbatas.. -
- (c) Kurvad xy* — ' +1 =0 memlllkl asimtot horizontal ‘pada y = Y4,
. (d) Kurva x4$—9 X% + y? = Osimetrik terhadap tmk pangkal dan tldak
. ‘mempunyai asimtot vemkal maupun horizontal. :
. (e) Kurva x2 (x* — 1) — y = 0'simetrik terhadap titik- pangkal.
(t) Kurvax?! —4y'=0 snmetnk terhadap sumbu . "

T
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. Hubungan sebab-aklbat antara berbagal variabel ekoriomi — n'usalnya an-

tara permintaan dan harga, antara investasi dan tingkat bunga — dapat dengan

- 'mudah dinyatakan serta diterangkan dalany bentuk fungsi. Di antara berbagai

macam’ hubungan fungsional yang ada, hubungan linear merupakan bentuk

. . yang paling dasar dan paling sering digunakan dalam analisis ekonomi. Bab ini

- Imenguraikan segala hal yang berkénaan dengdn fungsi linear atau persamaan

linear, serta model-modél hubungan ekonomi yang mendasarkan diri pada ben-
tuk hubungan linear. :

'
I la
N 2 -

e

. - £
.!r. R “',

64 PENGGAL DAN LERENG GARIS LURUS

t

~ + Fungsi linear atau furigsi berderajat satu 1alah fungsn yang pangkat ter-
tinggi dari variabelnya adalah pangkat satu. Sesuai dengan namanya, setlap
Jpersamaan linear apabila digambarkan. akan menghasﬂkan 'sebuah’ garis, °
tegasnya garis lurus. Bentuk umum persamaan linear adalah y = a + bx; di
mana a adalah penggal garisnya pada sumbu-vertikal —y, sedangkan ‘b adalah
: ,'.koeﬁsnen arah atau lereng garis yang bersangkutan. Penggal a mencerminkan
nilai y pada kedudukan x = 0. Adapun lereng b mencerminkan besarnya tam-
bahan nilai'y untuk setiap. tambahan satu unit x,. Juga mencerminkan tangen
- dan sudut yang dibentuk’ oleh garis —y dan’ sumbu —x. Gambar 6—1 di bawah
“akan memperjelas uraian ini. Satu hal yang_penting untuk dicatat adalah
bahwa lereng dan suatu fungsl hnear selalu konstan untuk setlap x,

- ‘.“'.-A

g - . . 1] = g [ L)
- . . “ Py Y N A L b
ST .-":r.: i .‘x. “'. ;:“ e I A T T e



i
|
t
78. . Dumairy, Matematika Terapan urituk Bism'sda_n I-?‘kononu
v 1.

a: penggal garis y =a+ bx,.yakm

1 nilai y pada x = 0
' b  lereng garis, yakm A ,v/A X
P-ada’x-= .0, A y/A x =b| -,
ok , Padax =1, AyAx="bi .
o 7 _ Padax =2, AyAx=b|
P - 408
N | g }b Lereng fungsi linear selalu kon}istah'
g ‘}Ay‘. b ‘
. Ax
- "
- . : I
+ + + “—t > X _ ) '
1 2 3., 4 Ce " :
_ Gambar 6—1 . S |

M Wt . "o t » .
Dalam kasus-kasus tertentu gans darl ‘sebuah persamaan linear ‘dapat
berupa garis horizontal sejajar sumbu —x atau garis vertikal sejajar sumbnu

—y. Hal ini.terjadi apabila lereng garisnya sama dengan nol, sehmgga ruas -

" kanan persamaan hanya. tmggal sebuah konstanta yang melambangkan penggal

’ ‘Kgans tersebut L e ey .
. c T T P ,.:! ‘-g : "r--;""=". i‘
,'yz\‘,« T S LU T PRI }
; [ S R A I - yi=.a berupa garis'lurus sejajar sumbu
oot e s e 0 0o L horizontalix, besar keciltiya nilai x-tldak
el IR '? chel e mempengaruhl nilaj-y. T 11
. e

i 3 mempengamh: nilaj x.- "t
! .,a_ - ' ‘. iy ' - ' ‘ P ) I(
- ) - ] Vy .'Ea 2" PR ” - ' ';
i i Pe . Lf. P . . ) :"‘ y oo 1w -y =2
0 N . '_hiv oy A
. Tn ot fr T, K - - ‘m: Y ) LY VA . r B
P _'Gambarﬁ—-z o e T A .‘“',! s
6. 2 PEMBENTUKAN PERSAMAAN LINEAR, "' "j“',_ Sl

Sebuah persamaan lmear dapat dlbentukfmclalm beberapa macam.cara
tergantung pada data yang tersedia. Pad4 ] prinsipnya sebaah persamaan lmear

bisa dibentuk berdasarkan dua unsur. Unsur tersebut dapat berupa penggal-

i

A

__ﬁ\\“._

L
X=c berupa garis lurus sejajar sumbu’
.. vertikal y, besar kecﬂnya nilai yltldak '

-

.
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gansnya lereng garisnya, atau koordmat tmk titik yang memenuhi persamaan-
nya. Benkut ini dlcontohkan empat macam cara. yang dapat ditempuh untuk
membentuk sébuah’ persamaan lmear masing-masing berdasarkan
ketersediaan data yang diketahui. Keempat cara yang dlmaksud adalah

1. cara dwi-koordinat
2. cara koordinat-lereng
3. cara penggal-lereng
4. cara dwi-penggal

6.2.1 Cara Dwi-Koordinat

Dari dua buah- titik dapat ' dibentuk ‘sebuah' persamaan linear. yang
memenuhi kedua . titik tersebut.: Apabila diketahui dua buah titik 4 dan B
dengan koordinat masing-masing (x, , ¥,) dan (x:, ¥.), maka rumus persamaan
linearnya adalah :

y—y, = x=x,

yz_}h e

Andaikan diketahui bahwa titik A4 (2, 3) dan titik B (6, 5) maka persa-
maan lmearnya adalah

=y xx

)fzi_'yl X=X, o '

Fy=3 . x—-2.
5—3 6—2

y—3 xX—2.
2 4
4y—12=2x—4, 4y=2x+ 8, )f=2.+ 0,5 x.

6.2.2 Cara Koordinat-Lereng
‘ _— f)ari_'r;gbuah titik dan sula'ltu_lereng dapat ,dibentﬁk se'bu'qh.persamaan,linear
yang memenuhi titik dan lereng tersebut. Apabila diketahui sebuah titik A
dengan koordinat (x,, ¥;) dan lereng gansnya adalah b, maka rumus persa-
maan linearnya adalah :

y—¥ = b{x—x)) ' b = lereng garis =m
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Andalkan diketahui batiwa titik A (2, 3) ‘dan lereng gansnya adala'h 0,5,
maka persamaan linear yang memenuht kedua "data ini adalah

L

-

y—~y, =b(x=—x)"
y—3=05(x—2)
y—3=05x—1, y=2+05x

! "
v |
]

f

|

|

6.2.3 Cara Penggal-Lereng |
" Sebuah persamaan linear dapat pula dibentuk apabila diketahui peng-
galnya pada.salah satu sumbu dan lereng garis yang memenuhi persamaan

tersebut. Dalam hal ini rumus persamaan lmearnya adalah : .

y=a+ bx (a = penggal b =.lereng)

Andaikan penggal dan lereng garis y = f{x)} masing-masing adalah 2 dan
0,5, maka persamaan linearnya ialah : '

=24+ 05x :
. |
6.2.4 Cara Dwi-Penggal . . . }

Terakhir, sebuah persamaan linear dapat pula dibentuk apabila diketahui
penggal garis tersebut pada masing-masing sumbu, yakni penggal pada sumbu
vertikal (ketika x = 0) dan penggal pada sumbu horizontal (ketika y = 0).
Apabila ¢ dan ¢ masing-masing adalah penggal pada sumbu-sumbu vertikal dan
horizontal dari sebuah garis lurus,-maka persamaan garisnya adalah :

. a .
y=a—+x
r'..C‘.

= benggal vertikal ,
= penggal horizontal ) .

oS-
Il

Andaikan penggal sebuah garis pada sumbu vertikal dan sumbu horizontal
masing-masing-2 dan —4; 'maka persamaan linear yang memenuhinya ialah :

;.

c L., !
y=2— 2 & '
(_4) i
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Garls lurus dari persamaan linear yang dibentuk berdasarkan keempat
cara di atas dapat dilihat pada Gambar 6—3 di bawah ini. -

yl\

y=2+05x

Gambar 6—3

" Lereng sebuah ‘garis lurus tak lain adalah hasilbagi selisih antara ‘dua or-

dinat (y. — j,) terhadap selisih antara dua absis (x, — x,). Menurut cara dwi-
koordinat, rumus persamaan linear jalah : '

Y=y, _ x_ X,
—y, L X SN Lt @Eﬁm e
A 'um?ﬁm;«n S &ionoy
atau bila diuraikan . . YO a.eﬁ f&!ﬁﬂi wﬁ%‘f‘g A”Jl‘
. - mm% ““-'a‘-.‘..':' L g
y—y, =y, —y, (_x;x_') S
X, —X "

y—y, = 2270 (x—x)
C xz_xl

Sedangkan menurut cara koordinat-lereng

y—y,=blx—x)
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Berarti b= - ) ) o

HUBUNGAN DUA GARIS LURUS

Dalam sistem sepasang sumbu-silang, dua buah garis lurus mempunyai
empat macam kemungkinan bentuk hubungan yaitu berimpit, sejajar, ber-
potongan dan tegak lurus.

Dua buah garis lurus akan berimpit apabila persamaan garis yang satw

merupakan kelipatan dari (proporsional terhadap) persamaan garis yang lain.
Dengan demikian, garis Y =-a, + b, xakan berimpit dengan garis y, = a, +
b,xjikay, =.ny, a , = na, danb = nb,

Dua buah garis lurus akan sejajar apabila lereng garis yang satu sama
dengan lereng garis yang lain. Dengan demikian; garis y = a, + b, xakan seja-

jardengangarisy = a, + b, xjikab, = b,. (Tentu sajaa, harus tidak sama

dengan a, Jikaa, = a 2 kedua garis bukan saja sejajar tetap1 ]uga berimpit).

Dua buah garis lurus’ akan berpotongan apabila lereng garis yang satu
tidak sama dengan lereng garis yang lain. Dengan demikian, garisy = a + bx
akan berpotongan dengan garls y=a,+ b,xjikab, #b,.

Akhirnya, dua buah garis lurus akan saling tegak lurus apabila lereng garis

-yang satu merupakan kebalikan dari lereng garis yang lain dengan tanda yang

berlawanan. Dengan demikian, garis y = a, + b, x akan tegak lurus dengan
garisy = a, + b,xjikab, = — 1/b atau‘b_ b. = —I1. ,
t

L]
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0 —> X 0 > X
(a) (D)
berimpit : . sejajar:
¥, =y, a, #a,’
a, = na, b,=0b,
b, ="nb,
YA
0 —> X > X
{©) . . (d
berpotongan : - tegak lurus:

b, #b, . Gambar 6—4 , b,=-1/b,
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6.4.1 Cara Substitusi - L

—— e ey
.
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'PENCARIAN AKAR-AKAR PERSAMAAN LINEAR - ,r

Mencari akar-akar persamaan maksudnya ialah menghitung besamyamlar
variabel-variabel di-dalam persamaan ang hersangkutan. Dengan perkataan .
lain, menghitung harga dari Bi angan tak- dlketahul (bilangan anu} dalam y persa- -
maan tersebut. Pada pritisipnya, jumlah bilangan anu yang dapat dlselesalkan
berbanding lurus dengan jumlah persamaannya. Sebuah bilangan anu dapat
dicari- harganya melalui cukup sebuah persamaan, dua bllangan anu hanya '
dapat dicari harganya melalui paling sedikit dua persamaan, tiga bllangan anu
hanya dapat. dlselesalkan melalui pahng sedikit tiga persamaan, dan seterusnya

Pencariarn besarnya harga ‘bilangan-bilangan anu dari beberapa persamaan
linear, dengan kata lain penyelesaian persamaan-persamaan linear secara

© serempak (simultaneously), dapat dilakukan melalui tiga macam cara : . *

1. carasubstitusi . o ' l
2. cara climinasi . ) cee
3. cara determinan '

o
Dua persamaan dengan dua bllangan anu dapat dlselesalkan dengan cara
menyelesaikan terlebih. dahulu sebuah persamaan untuk salah satu bqangan

.anu, kemudian mensubstntuslkannya ke dalam persamaan yang lain.

Contoh : Carilah nilai varlabel-vanabel xdan ydari dua persamaan benkut
2x+3y—2l dan x + 4y = 23.

Selesaikan lebih dahulu salah satu persamaan untok b:langan anu
tertentu. Dalam hal ini, mengingat pertimbangan praktxs. kita selesaikan lebih
dahulu persamaan kedua untuk variabel x, diperoleh x = 23 — 4 y. Kenudian

Penyelesalan ' : T }‘

* substitusikan hasil x (yang masih mengandung y) ini ke dalam" persamaan per-

tamasehmgga . ; !

. ¥

o [

2x+3y=2 . i |
223 -4y +3y=21 .
46 —8y +3y=21 . . . ;

A A

46—5y=21," 25=5y y=5 - ;

Untuk mendapatkan mlax X, masukkan hasil y = §ini ke dalam salah satu

persamaan-semula. - - :

264X =21 atm  x+a®) =23 . |
2x+ 15 = 21 et x420=23 :
2x=6, x=3 x=3 !
L-._\\' , - i
=~ |

s

~. : |



Hubungan Linear . Co ' . - ‘ 8§
Jadi, akar-akar persamaan tersebut adalah x = 3 dan.y =.5. ._ .,

6.4.2 Cara Eliminasi @ - - - oot L

Dua persamaan dengan dua bilangan anu dapat diselesaikan dengan cara
menghilangkan untuk sementara (mengeliminasi) salah satu dari bilangan anu
' yang ada, sehmgga dapat dlhltung nilai dan bllangan anu yang lain.
: Contoh Carilah nilai vanabel-varlabel xdan y dan duaj persamaan benkut
‘ "‘2x+3y—21danx+4y-23 A

.Penyelesalan C : . R
-Misalkan bilangan anu yang hendak dwhmmasnkan adalah x, ‘ maka

kahkan persamaan pertama dengan I dan persamaan kedua dengan 2, sehing-
N ga:' ‘ ’ ; Hn - '. et tero T e ria
‘2x+3y=21 Lo
2x+8y—46

m e
‘

'x1

2x+3y=21 |
Tlx2

X'+ 4y'=

Agar x hilang (habis) beram kedua persamaan baru di atas harus saling
dikurangkan.

2x+3y=2
2x+ 8y 46_(__.)
—Sy = =25, y=275

‘ 'Dengan memasukkan hasil y = 5 ini ke dalam salah satu persamaan semuIa,
seperti halnya dalam cara substltum di atas, dlperoleh x=13. Jad1 akar-akar
persamaannya adalah x = 3 dan y = 8S. -

6.4.3 Cara Determinan

Baik cara substltusx maupun cara ehmmasx keduanya dapat d:gunakan un-
tuk menyelesaikan » persamaan dengan n bllangan anu (n > 2), jadi tidak ter-
batas hanya untuk menyelesaikan kasus dua persamaan dengan dua bilangan
anu saja. Akan tetapi jika jumlah persamaan dan jumlah bilangan anu-yang
hendak diselesaikan cukup- banyak, proses penyelesalannya akan menjadi
bertele-tele sebab kita ‘harus melakukan beberapa kali penyederhanaan.
Akibatnya pekerjaan bukan saja mcruadl kompleks dan pelik, tetapi juga tidak

~ efisien. Untuk mengatasi hal .semacam ini, terdapat suatu cara penyelesaian
yang dlsebut ‘cara determman P .

[

Seperti halnya cara substitusi dan cara eliminasi, cara determinan pun
dapat digunakan untuk menyelesaikan n persamaan dengan » bilangan anu
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. 1
(n > 2). Kelebihannya ialah cara determinan lebih efisien dalam menyelesaikan
kasus-kasus di mana # cukup besar.
Determinan secara umum dilambangkan dengan notasi

a b
di masa unsur-unsur a, b, d dan e mencerminkan :

d e

bilangan-bilangan tertentu. Sebuah determinan terdiri atas beberapa baris dan

. kolom. Sebuah determinan bisa saja mempunyai sejumlah besar baris dan

kolom, akan tetapi banyaknya baris harus sama dengan banyaknya kolom.
Banyaknya baris dan kolom suatu determinan menunjukkan dimensi dari
determinan tersebut, sekaligus juga merupakan derajat determinannya.
Dengan demikian, determinan berderajat-n maksudnya ialah determinan yang
berdimensi-n, yakni determinan yang terdirt atas » baris dan # kolom. ~

Prinsip pengerjaan determinan ialah dengan mengalikan unsur—un]surnya
secara diagonal, dari kiri-atas menurun ke kanan-bawah dan dari kiri-bawah
menaik ke kanan-atas; kemudian hasil perkalian menurun dikurangi dengan
hasil perkalian menaik.

a b
= ae — db = pl — sf-q)

d e

Untuk determinan berderajat - 3 :

a b ¢ T
d e f = aei + bfg + chd — gec — dbi — afh
g h i : N
Contoh :
2 -4 |
Dl | =@M -6 = 14 + 20 = 34 5 ;
5 7 ' : ’ o
. 3 6 4 . b . . " v
21 2 5 = 2T + (6)(5)(3) + [@2)(1) — -
3 27 T )@ — (D)EUT) — (3N5N2)

= —42 490+ 8+24—42—30 = 8.

Pencarian akar-akar persamaan linear dengan cara determinan

. : | dapat
dilakukan dengan teknik-teknik sebagaimana dicontohkan berikut. ’
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T e Andankan luta menghadapl -dua persamann denmn dua lnlnngan anu HE

L N I N ax"’ by = C" S AT S

TR ’sf: S :dx + ey f T I
PR A N S T T R L T N A
Penyelesaian untuk Xx.dan'y dapat dllakukan sebaga: berlkut e "
) ¢ b , : ,
Dx __,f e ce.— fb .
X = o= =" < R et o ;
"D a by -.ae —db
d- ? Fs l . . e o
- a: ¢l ) R ;
wpy _ird ST g e
Y= === ’ e
D a bl ~~ae—db - -
Sl pde] e L

- [Perhatlkan pergantlan unsur pada masmg-masmg determman ']

-+ ® Jika kita memxhkl tlga persamaan dengan tlga bllangan anu :
.',.,_ax+by+cz="‘?c"' '

d C L dx v ey + fi=0 '
) vgx+h,.v+.iz‘=,m.._'

maka : e
1a . b ¢ LT
D= |d e f = aei + bfg + chd — gec — dbi — afh
N g' h ! I et ez ’
D=/ e f = kei + bfm.+ chl — mec — Ibi ~— kfh
W m h ' ". . re, b ' K '- : ' :' g g
a k “c) .
D =.|d 4 .f| = ah + kfg + cmd—-—=glc—dk.' qu
le . m il- .. . BT
[N .. e, ..._f I ‘;_ B 5 . ;_
D = d‘l.‘e .| = aem + big + khd — gek-— dbm — alh
. . :,.“g . h ’ m' PP B - “; R T

.D . - D

N

o

B

B

=

—

N =5
“ o
| T

o]

’
o=

-

]
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[Perhatikan pergantian unsur pada masing-masing determinan 1]’
Notasi D, D , dan D , masing-masing melambangkan determinan untuk
variabel-variabel x, ¥ dan z. Sedangkan notasi D disebut koefisien determinan.
Dalam menghitung nilai-nilai dari variabel suatu persamaan, koefisien deter-
_ minan berfungsi sebagai suku pembagi terhadap determinan variabel.

Contoh : ' )
|
1) Carilah nilai variabel-variabel x dan y dari dua persamaan berikut :
2x+ 3y =21
x+4y=23.
ZX: | ! S ’ 2 21y
D=|,1 I =35 D,= 23\’-4|=15: D, = 1 23I=25
: b =3 eu ' ‘
i D, 15 D, 25
L i-q X = D = ? = 3, y= = — =95
2) Carilah nilai-nilai x, y dan z dari persamaan-persamaan :
X+2y— z=20 ‘
2x+5y+2z=14
L Yy—3z=-1
: 2..=1 _ ’
D = 3‘\.;533‘ = (DG)-3) + )20 + -DI)2) — (0)(5)-1)
0" 1 = — 2@)-3) — (RN = -7
0 2 -1
D, = |14 5 2§ = (005)-3) + Q@D + (1)1)(14) — -705)(-1)
-7 r -3 — (142)(-3) — O = 7 '
I 0 -1
D, =214 2] =D014)-3) + ()0 + (-1)-T)(2) — (0)(14)(-1)
0 -7 -3 — @)O0)(-3) — ()2(-7) = -14
I 2 0
D, =2 5 14| = (DG + 14)0) + O(1)(2) — (0)(5)(0
0o 1 -7 — QR))(-7) — (1141 = -21 ‘
D, 7 D, -4 D, 21
x=_=_=-]| y=—=—-—=2, Iz-—= — =]

D -7 D -7 D -7
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.Latih.an Fungsi Linear

"1. Bentuktah persamaan linear yang garisnya melalui pasangan titik-titik ber-

ikat: .
(a) (-1,4)dan(1, 0) (©) (0,0)dan(l, 5)
(b) (-1, -2) dan (-5, -2) . (d) (1, 4) dan (2, 3)

2. Bentuklah persamaan linear yang garisnya melalui titik (-1 3) dan mem-
punyai koefisien arah atau lereng sebesar :
(@ -1 ) . © S
()2 - () o

3. Andaikan y = 8 — 2 x. Hitunglah = ‘
398, . 8
@ ) £(5)
I b}

@Berapa lereng dan penggal garis (pada sumbu—y) dari _persamaan-

persamaan -berikut :' - ~ T
@y=-x1mYy ©y=-7+3x?
b)FV=-3—4x7 . dy= x ?
Y= I8 oy @220+ 4

5. Tentukan titik potong dan pasangan garis-garis berikut :

(@ y=-2+4xdany=2+2x _ 4
) y=-2+4xdany =6 o
() y=6dany=10—2x ]
dy=2+2xdany=10—2x ] 6}5

- 6. Selesaikan determinan-determinan berikut :

7 3 2 I 12 -3 1 2 3
(a) 8 5| (b) 7 6| (9 5 6
6 4 9 5 4 3. 7 8 9

7. Hitunglahl nilai-nilai x dan y apabila 8 x = 4 +4ydan2x + 3y —21 = 0.

8. Kerjakan Soal 7 di atas dengan cara determinan,

9. Carilah nilai-nilai a, # dan ¢ dengan cara determinan jika :
a+ b+ c¢c= 3
5a—9b—2c= 8
3a+ 5\b—\3c=45.

10. Tentukan p, g, r, sdantjika:p + g —3r—2s5s+ 2t = -4,
2p+2r+s—2t=2, 4p—2q+4r—35=0,
Ip+3g+3r—s—t=9danS5p—2qg+4r—s + ¢t = 14,
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6.5 /PENERAPAN EKONOMI
e

Sebagaimana telah disinggung di awal bab ini, fungsi linear sangat lazim
diterapkan dalam ilmu ekonomi, baik dalam pembahasan ekonomi mikro
maupun ekonomi makro. Dua variabel ekonomi, atau lebih, yang saling
berhubiingan acapkali diterjemahkan ke dalam bentuk sebuah persamaan
linear. Seksi-seksi berikut ini akan menguraikan penerapan fungsi linear dalam
ekonomi. Secara bertahap akan dibahas : i

¢ Penerapan Fungsi Linear dalam Teori Ekonomi Mikro

Fungsi permintaan, fungsi penawaran dan keseimbangan pasar
Pengaruh pajak-spesifik terhadap keseimbangan pasar

Pengaruh pajak-proporsional terhadap keseimbangan pasar
Pengaruh subsidi terhadap keseimbangan pasar ;
Keseimbangan pasar kasus dua macam barang |
Fungsi biaya dan fungsi penerimaan ,
Keuntungan, kerugian dan pulang-pokok B
Fungsi anggaran

PNA WS

e Penerapan Fungsi Linear dalam Teori Ekonomi Makro
9. Fungsi konsumsi, fungsi tabungan dan angka-pengganda
10. Pendapatan disposabel
11. Fungsi pajak
12. Fungsi investasi . i
13. Fungsi impor
14, Pendapatan nasional . ' |
15. Analisis IS-LM.

6.5.1 Fungsi Permintaan, Fungsi Penawaran dan Keseimbangan Pasar

Permintaan dan penawaran. Fungsi pérmintaan menghubungkan antara
variabel harga dan variabel jumlah (barang/jasa) yang diminta. Sedangkan
fungsi penawaran menghubungkan antara variabel harga dan variabel jumiah
(barang/jasa) yang ditawarkan.
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Bentuk umum fungsi permintaan

O =a—bP

atau

Dalam bentuk persamaan di atas terlihat bahwa variabel P (price, harga)
dan variabel Q (guantiry, jumlah) mempunyai tanda yang berlawanan. Ini
mencerminkan hukum permintaan, bahwa apabila harga naik jumlah yang
diminta akan berkurang dan apabila harga turun jumlah yang diminta akan
bertambah. Gerakan harga berlawanan arah dengan gerakan jumlah, oleh
karena itu kurva permintaan berlereng negatif.

Bentuk umum fungsi penawaran

O =—a+ bP

atau

Dalam bentuk persamaan di atas terlihat bahwa variabel P (harga) dan
variabel Q (jumlah) mempunyai tanda yang sama, yaitu sama-sama positif. Ini
mencerminkan hukum penawaran, bahwa apabila harga naik jumlah yang
ditawarkan akan bertambah dan apabila harga turun jumlah yang ditawarkan
akan berkurang. Gerakan harga searah dengan gerakan jumlah, oleh karena itu
kurva penawaran berlereng positif.

kurva perntintaan

a’b

W

Gambar 6—5-

kurva penawaran

Gambar ¢—6



Contoh persamaan permintaan

Contoh persamaan penawaran

Z6
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Dalam menggambarkan "kurva permmtaan dan kurva penawaran
sebetulnya dibenarkan meletakkan variabel harga (P) pada sumbu horizontal
dan variabel jumlah (Q) pada sumbu vertikal. Jadi tidak harus variabel harga
ditempatkan pada sumbu vertikal dan variabel jumlah pada sumbuh horizon-
tal, sebagaimana dicontohkan di atas. Akan tetapi terdapat semacam tradisi
menempatkan P pada sumbu vertikal dan Q pada sumbu horizontal, dan
uraian-uraian di dalam buku ini mengikuti tradisi tersebut.

Kesgimbangan pasar.. Pasar suaty macam barang dikatakan berada dalam
keseimbangan_(equilibrium) apabila jumlah baraqg"yang diminta di pasar
tersebut sama dengan jumlah barang yang ditawarkan. Secara matematik dan
grafik hal ini dltun]ukkan oleh kesamaan Q , = 'Q, yakni pada perpotongan

-kurva permintaan dengan kurva penawaran. Pada posisi. keseimbangan pasar

ini tercipta harga keseimbangan (eqwhbrmm price) dan jumlah keselmbangan
(equilibrium quantity),

KeseimbanganPasar . .= ' .-

Py
Q,=0,
« + jumlah permintaan
, < jumlah penawaran .
- titik keselmbangaﬂ T “
. + harga keseimbangan o
. : jumlah keseimbangan® ' "
ol ¥
oy i ) o
v a > Q
‘ - S 2 :
TR " " wGambar 6—8
Kasus 6" | N

Fungs1 permmtaan “akan suatu barang dltun]ukkan oleh persamaan

P=15—0, sedangkan penawarannya P = '3 + 0 50. Berapa harga keseim-

bangan dan ]umlah keselmbangan yang tercnpta dl pasar "'

“ -
PSR TP
a

Permmtaan P =, lS—Q T -*Q = lS—P .'_ Keselmbangan
Penawaran : & 3+0/Q —*Q -6+2P " pasar’: Qa—Q;

[T '
. s ) el
.

" ")Kasis- kasus penerapan sebelumnya (l sampal dengan 5) terdapat d: dalam Bab 4, khu-
susnyaSubbab43 s e i T,
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\
t
1

- p
A |
[}
15
15—P= -6+2P
21 =3P .
P =7
5 Q =15—pP
' = 15—7=28
. Jadi,P, =7
3 Q.=8
0 >Q

Gambar 6—9

6.5.2 Pengaruh Pajak-Spesifik terhadap Keseimbangan Pasar |

Pengenaan péjak atau pemberian subsidi atas suatu barang. yang
diproduksi/dijual akan mempengaruhi keseimbangan pasar barang tersebut,
mempengaruhi harga keseimbangan dan jumlah keseimbangan.

Pengaruh pajak Pajak yang d:kenakan atas pen]ualan suaty barang

produsen akan berusaha mengahhkan (sebaglan) beban pajak tersebut kepada
produsen axan L KEPAta
‘konsumen, yaitu dengan jalan menawarkan harga ]ual yang lebih_tinggi.

Akibatnya harga kese:mbangan yang tercipta di pasar menjadl leblh tinggi.

daripada harga Keseimbangan sebe!um pajak, di lain plhak _)umlah keselm-
bangannya menjadi lebih sedikit.
wm—-“-—"—"‘ﬁ

Pengenaan pajak sebesar ¢ atas setiap unit barang yang dijual
menyebabkan kurva penawaran bergeser ke atas, dengan penggal yang' {ebih
besar (lebih tinggi) pada sumbu harga. Jika sebelum pajak persamaan
penawarannya P = ¢ + b(Q, maka sesudah pajak ia akan menjadi P = a '+ bQ
+ 1= (a + 1) + bQ. Dengan kurva penawaran yang lebih tinggi, ceteris
paribus, titik keseimbangan pun akan bergeser menjadi lebih tinggi.

Kasus 7

Fungsi permintaan akan suatu barang ditunjukkan oleh persamaan P
15 —Q, sedangkan penawarannya P = 3 + 0,5 Q. Terhadap barang terscbut

{
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dikenakan pajak sebesar 3 per unit. Berapa harga keseimbangan dan jumlah
‘keseimbangan sebelum pajak,. dan berapa pula harga keseimbangan dan
jumlah keseimbangan sesudah pajak ?

Sebelum pajak, P, = 7 dan Q.; = 8 (lihét penyelesaian Kasus 6 tadi).
Sesudah pajak, harga jual yang ditawarkan oleh produsen menjadi lebih tinggi,
persamaan penawarannya berubah dan kurvanya bergeser ke atas.

Penawaran sebelum pajak + 050

: P=3
Penawaran sesudah pajak cP=34+050+3 bl
P=6+05Q—+Q0=-12+2P

Sedangkan persamaan permintaannya tetap :
P=15—Q—=+Q=15—P.

'Keseimbahgah pasar: Q, = Q. . iy '
- I5—P=-124+2P—=21=3P, P=9
Q=15—P=15—9=6 ’

Jadi, sesudah pajak : P’, = 9dan Q' = 6.

15 -Q" (sesudah pajak)

Q, (sebelum pajak)

w

Y
D_

Gambar 6—10 - - .

-

Beban pajak j’ang ditanggung oleh konsum'er_l'. Karena produsen
mengalihkan sebagian beban pajak tadi kepada konsumen, melalui harga jual
yang lebih tinggi, pada akhirnya beban pajak tersebut ditanggung bersama oleh
baik produsen maupun konsumen. Besarnya- bagian dari beban pajak yang
ditanggung oleh konsumen (rk) adalah selisih antara harga keseimbangdn
sesudah pajak (P',) dan harga keseimbangan sebelum pajak (P).

——
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th=P —P,

1

Dalam Kasus 7 di atas, tk = 9 — 7 = 2. Berarti dari setiap unit barang
- yang dibelinya konsumen menanggung beban (membayar) pajak sebesar 2.

Dengan perkataan lain, dari pajak sebesar. 3 per unit barang, sebesar 2 (atau -

67%) pada akhirnya menjadi tanggungan konsumen. |

L

Beban pajak yang ditanggung nleh produsen. Besarnya bagian dari beban’

pajak yang ditanggung oleh produsen (¢p) adalah selisih antara besarnya pajak
per unit barang (/) dan bagian pajak yang menjadi tanggunigan konsumen (¢k).

p=1t—1tk

Dalam Kasus 7 tadi, {p = 3 — 2 =_ 1. Berarti dari setiap unit barang
yang diproduksi dan dijuainya produsen menanggung beban (membayar) pajak
sebesar 1. Dihitung dalam satuan persen, beban pajak yang ditanggung oleh
pihak produsen ini hanya sebesar 33%, lebih sedikit daripada yang ditanggung
oleh pihak konsumen. Jadi meskipun pajak tersebut dipungut oleh pemerintah
melalui pihak produsen, namun sesungguhnya pihak konsumenlah yang justru
lebih berat menanggung bebannya. ' )

Jumlah pajak yang diterima oleh pemerintah. Besarnya jumlah pajak yang
diterima olebh pemerintah (7) dapat dihitung dengan mengalikan jumlah

barang yang terjual sesudah pengenaan pajak (Q',) dengan besarnya pajak per

unit barang (/).

= Q' xt ! ‘ :

Dalam kasus.ini, 7 = 6 x 3 = 18. Penerimaan dari pajak merupakan!salah
satu sumber pendapatan pemerintah, bahkan merupakan sumber pendapatan
utama. Dengan inilah pemerintah menjalankan roda kegiatannya sehari-hari,
membangun prasarana publik seperti jalan dan jembatan, membayar cicilan
hutang pada negara lain, membiayai pegawai-pegawainya, membangun
proyek-proyek sarana publik seperti rumah sakit dan sekolah, juga membeli
perlengkapan pertahanan, Jadi, pajak yang disetorkan oleh rakyat kepada
pemerintah akhirnya kembali ke rakyat lagi, dalam bentuk lain. Jika dalam
melunasi pajak anda memainkan ”persetujuan rahasia” dengan petugas pajak,

berarti anda berbagi “rezeki” dengan sang oknum pajak hanya untuk
merasakan keuntungan jangka pendek, tidak menghiraukan masa depan .

negara dan bangsa (termasuk anak cucuk anda sendiri !).

Catatan tentang persamaan penawaran sesudah pajak :

Dalam contoh di depan kita memasukkan unsur pajak ke dalam persa-
maan penawaran yang berbentuk P = AQ); yakni jika semula P = q # bQ
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g ‘maka sesudah pajak menjadl P- =ra +:bQ: 4; r.,Apablla persamaan penawaran- '

"‘c:,’. vt~ 2 e i ‘i I AN A ’1 RS v*‘;i ” .-'ri AT I O S AT S B
Sy nya berbentuk Q.= ﬂP), mlsalnya Q Sl A AT A klta pun dapat mema-
S fTe Lta ameeathnie e vbTr g "b.',".u--b: - S T )

sukkan unsur pajak tersebut secara langsung, tanpa harus mengubah dulu
fungsn penawaran yang berbentuk 0= ﬂP) menjadi bcntuk P AO). Dalam

' .l .”.,.-

L .

hal inj rumusannya adalah Q'— — = + - (P — !) Hasxlnya t:dak akén ber-Ai

'.,"",.' I‘J )‘ et .ol '.:: ,}b.-\ E SN B 'S'Tb' _pp {nh M
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bQ = —a + Pt~ P ‘@ + bQ R LY
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6 53, Pengaruh Pajak- Propors:onal terhadap Kese mbangan Pasar C
o . \, :‘- B % . - r ' !

-

Pajak proporsxonal 1alah pajak yang besarnya dltetapkan berdasarkan‘-'
,persentase tertenta dari harga jual; bukan dltetapkan secara spesmk (mlsalnya' .
3 ruplah) per unit barang, sebagaimana yang dmra:kan dalam Sek51 6.5.2

' sebelumnya. Mesk:pun pengaruhnya serupa, dengan pengaruh pajak spe51fik

menaikkan harga Keseimbangan dan mengurangl jumlah keselmbangan ’

namun analisisnya, Sedlklt berbeda. - .. . Vo e o

H “ [ >
LKA ,‘,

J ika pengenaan pajak spes1f:k menyebabkan kurva penawaran bergeser ke :

| atag sejajar dengan kurva penawaran sebelum pa_]ak dengan kata lam lereng

kurvanya tetap, maka pajak proporsnonal menyebabkan kurva penawaran '
rnemlhkl Iereng yang leblh besar darlpada kurva penawaran sebelum pa]ak
Jlka persamaan penawaran semula P a + bQ (atau Q=— i + L M

b b

maka‘ dengan dlkenakannya pajak pr0p0rsmnal sebesar t% dari harga ]ual _
persamaan penawaran yang baru akan menjadl i

P B
"

RIS '.p =g + bQ n tP R X pa]ak proporswnal dalam %

< P—iP=.d+.b0 P
‘W—0P=a+ b0 . '7.,-‘”'-4,1,.. oo
i ’ " n.-" h “. ‘f Y - -:r .
o Pp=i—T -y «_,b_‘;‘ ata’ Q v~.__£ *’-‘(1_."-” p
“;Uf"-f) (1 —=t) ' b, - b -
K ’ . , L .
P TR S R
- . i ' LI . i
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Dari sini terlihat kurva penawaran P =. f{Q) sesudah pajak proporsional
mempunyai penggal vertikal yang lebih tinggi [sekarang a/(1 — 1), semula ha-
nya a ] dan juga lereng yang lebih besar [sekarang b/(1 — 1), semula hanya # ).
Untuk melihat pengaruhnya terhadap kese:mbangan pasar, ikutilah con.:
toh berikut.

Kasus 8

Andaikan kita memiliki data yang sama s'ep'érti pada Kasus 6, yakni per-
mintaan P = 15 — @ dan penawaran P = 3 + 0,5 Q. Kemudian, pqmérintah
mengenakan pajak sebesar 25% dari harga jual. Hitunglah harga keseim-
bangan dan jumlah keseimbangan tanpa pajak serta dengan pajak.

Sebelum pajak, P, = 7 dan Q, = 8 (lihat lagi penyelesaian Kasus 6).
Sesudah pajak, persamaan penawarannya akan berubah, sementara persamaan
permintaannya tetap P = 15— Qatau Q = 15 — P,

Penawaran sesudah pajak, dengan ¢ = 25% = 0,25 :
P=3+050+025P '
075 P=3+05Q
P=4+ 2 Qatau Q=-6+1,5P
3 - .

Keseimbangan pasar :

Qd"'Q
15—P=-6+15P—'21—25{’ P=284
O=15—P=15—84 = 6,6 : [

Jadi, sesudah pajak ‘P’ =84 dan Q'
Patut dicatat, dalam hal ini besarnya pa]ak yang diterima oleh pemermtah dari
setiap unit barang adalah ¢t x P/, = 0, 25x 8, 4 = 2, l

P"f‘

A

(ramhar 6—11
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Besarnya beban pajak yang dltanggung oleh konsumen untuk setiap unit
barang yang dibeli adalah & = P —mP =84 —7 =1, 4 (atau 67%).
Sedangkan.yang ditanggung oleh produsen adalah p=1t— lk =21—14=
0,7 (atau 33%). Adapun jumlah pajak yang diterima oleh pemerintah dari per-
dagangan barang ini adalah T = Q. xt = 66 x 2,1 = 13,86. Dari

perhitungan- pcrhltungan di sini klta dapat menyimpulkan, bahwa pada akhir-

nya pihak konsuinen j juga yang menanggung beban leblh berat dari pajak pen-
jualan. A

6.5.4 Pengaruh Subsidi lerhﬁdap Keseimbangan Pasar

Subsidi merupakan kebalikan atau lawar dari pajak, oleh karena itu ia
seéring juga disebu__ggjgl_c_n_ega_lﬁ Seiring dengan itu, pengaruhnya terhadap
keseimbangan pasar berbalikan dengan pengaruh-pajak., sehingga kita bisa
menganalisisnya seperti ketika menganalisis pengaruh pajak. Subsidi dapat ber-
sifat spesifik dan dapat pula bersifat proporsional._Palarfi buku ini hanya
diuraikan subsidi yang bersifat spesifik. Telaah mengenai-subsidi proporsional
dapat anda coba sendiri berdasarkan analogl pajak proporsmnal

_ Pengaruh subsidi. Subsidi yang diberikan atas produksi/penjualan sesuatu _
barang menyebabkan harga juat barang tersebut menjadilebih rendah. Dengan
”‘dmmdl produsen merasa ongkos produksinya menjadi lebih keﬂﬂ
sehingga ia bersedia menjual lebih murah Akibatnya harga keseimbangan yang
tercipta di pasar lebih rendah danpada harga keseimbangan sebelum atau tan-

pa subsidi, dan jumiah | keselmbangannya menjadl lebih banyak.

Dengan subsidi spesifik sebesar s kurva penawaran bergeser sejajar ke

h bawah, dengan penggal yang lebih kecil (lebih rendah) pada sumbu harga. Jika.

sebelum subsidi persamaan penawarannya P = a + bQ, maka sesudah subsidi

" ia akan menjadi P' = a +bQ— s = (a — 5) +. Q. Dengan kurva penawaran

. yang lebih rendah, ceteris panbus, tmk keselmbangan pun akagyergeser men-

* Penawaran tanpa‘subsidi :'P =3 +.0,5Q

" jadi lebxh rendah.

"L

s
- LIS €

Kasus9 . 7 U

Fung31 permintaan akan suatu barang dltunjukkan oleh’ persamaan P =
15 — Q, sedangkan penawarannya P =3 '+ 0,5 Q. Pemerintah memberikan
subsidi sebesar 1,5 atas setiap unit barang yang diproduksi. Berapa harga
kesc:mbangan serta jumlah keselmbangan tanpa dan dengan subsidi ?

Tanpa subsidi, P, = 7 dan Q, = 8 (periksa kembali penyelesalan Kasus 6).
Dengan subsidi, harga jual yang ditawarkan oleh produsen menjadi lebih ren-
dah, persamaan penawaran berubah dan kurvanya bergeser turun.

Penawaran dengan subsidi : P = 3 +'0,5 Q" 1,5 R
P=15+050 ~Q=-3%2p ' 7
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~ Karena persamaan permintaan tetap P = 15 — Q atau Q = ‘ 15 — P, maka

" keseimbangan pasar sesudah SUbSldl

g

=Q,

lS——P—-3+2P-’18—-3P P=6

Q=15—P 15—6=9 :
jadi, dengan adanya subsidi P', =6dan Q’, =9, |

(tanpa subsidi)
! (dengan subsidi)

Gam'bar 6—12.

Baglan subsidi yang dinikmati- oleh korsumen. Subsidi produksi yang
diberikan oleh ‘pemerintah menyebabkan ongkos produksi yang dlkeluarkan

oleh produsen menjadi lebih sedikit daripada ongkos sesungguhnya untuk-
menghasilkan barang tersebut. Perbedaan antara ongkos produksi nyata dan,

ongkos produksi yang dikeluarkan merupakan bagian subsidi yang dinikmati
oleh produsen. Karena ongkos produksi yang dikeluarkan oleh produsen lebih
kecil, ia bersedia menawarkan harga jual yang lebih rendah, sehingga sebagian
dari SUbSldl tadi dinikmati pula oleh konsumen. Besarnya bagian dari subsidi

yang diterima, secara tidak langs

ung, oleh konsumen (sk) adalah selisih antara

harga keseimbangan tanpa sub51d| (P) dan harga keseimbangan dengan SUbSldl

(P

sk =P — P’

Dalam Kasus 9 di atas, sk = 7 — 6 = 1. Berarti dari setiap unit barang yang
dibelinya konsumen secara tidak langsung menerima subsidi sebesar 1, atau
67% dari subsidi per unit barang.
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- 6.5.5 Keseimbangan Pasar Kasus Dﬁa Macam hnrgng |

L e

Bagian subsidi yang dinikmati oleh produsen, Besarnya bagian dari subsidi

. yang dinikmati oléh:prodqsen (sp). adalah selisih antara besarnya subsidi per

unit barang (s) dan bagian subsidi'yang dinikmati oleh konsumen (sk).

sp = 85— sk

Dalam Kasus 9 tadi, sp,= 1,5 =1 .= '0,_5. Berarti darilsetiap unit barang yang
diproduksi dan dijualnya produsen menerima subsidi sebesar 0,5, atau 33%
dari subsidi per unit barang, ’

Jumlah subsidi yang\dibayarkan oleh pemerintah. Besarnya jumlah sub-
sidi yang diberikan oleh pemerintah (8) dapat dihitung dengan mengalikan
jumlah barang yang terjual_sgsudah disubsidj (Q ') dengan besarnya subsidi per
unit barang (s). ' '

. o ]

Dalam kasus ini, S =9 x 1,5 = 13,5,

Persamaan fungsi permintaan yang berbentuk Q = @ — bP mencerminkan
hubungan fungsional antara jumlah permintaan dan harga barang yang ber-
_sangkutan. Bentuk persamaan seperti ini mengandung asumsi tersirat bahwa
permintaan akan suatu barang dipéngaruhi hanya oleh harga barang itu sen-
diri. Faktor-faktor lain, termasuk harga barang lain, dianggap tidak
berpengaruh. Dalam kenyataan, ada barang-barang tertentu yang sifat permin-
taannya tidak hanya dipengaruhi oleh harga barang itu sendiri, tetapi juga
dipengaruhi oleh faktor atau variabel-variabel lain.

Terhadap dua macam barang yang mempunyai hubungan penggunaan,
maka permintaan akan barang yang satu bukan saja dipengaruhi oleh (fungsi
dari) harga barang itu sendiri, tetapi juga fungsi dari harga barang lainnya.
Barang-barang semacam ini adalah barang-barang yang mempunyai hubungan
"substitutif” (saling menggantikan), misalnya antara teh dan kopi; dan barang-
barang yang memnipunyai hubungan “komplementer” (saling melengkapi),
misalnya antara kopi dan gula. . .o

H

Apabila barang X din barang Y'mqmpuhyai hubungan penggunaan, per-
‘mintaan akan rﬁasing:masing barang dipengaruhi juga oleh harga barang lain-
nya, maka fungsi permintaan akan masing-tnasing barang tersebut adalah :

By
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"Qu ="f(P, '.IP', y 747 Q.+ jumlah permintaan akanX
' e et T Qd jumiah permintaan akan Y
Q= g(in.'P;)*'f. A A ;" harga X per unit

P,- harga Y per unit,

Oleh karena permintaan akan masing-masing barang merupakan fungsn
dari harga dua macam barang, maka keselmbangan pasar yang tercipta :?dalah
keseimbangan pasar untuk kedua macam barang tersebut. ‘Harga keselm-.
bangan-dan jumiah keselmbangan untuk tiap macam barang dapat dlanahsls

. sekaligus. - S Lo . I

i - g

oot

' Kasule S o l

Permmtaan akan" barang X dltunjukkan oleh persamaan

-Q, = 10 — 4 P, + 2-P,, sédangkan penawarannya Q. = —6 +E 6 P.

Sementara itu permintaan akan barang Y ditunjukkan oleh persamaan
Qn. =9—3P +4P,; sedangkan penawarannyaQ = —3 + 7P, Berapa

_harga kesexmbangan dan jumlah keseimbangan yang tercnpta di pasar untuk

masing-masing barang tersebut ?

Keseimbangan pasar barang X:

Q.= 0., - .
10—4P, +2P——_6+6;‘P, L
10P,—2F,= 16" ........ e, A ¢)
"Kesexmbangan pasar barang Y -_ T j :
I " R ' A Qd’r = U ' ;'.,;" . -, 1
93P, +4P=--3+7P R
. 4P, —10P, = — 12 R
“Dari (1) dan ) ;-
joP,—2P, = 16 |X1 | 10B,— 2P = 16
. 4P, —10P, = —12-[x 25 L 10P, —25P, =.—30, |
' — 3P, = 46 |
s s o ) ‘ e ‘ - P’___’ -2

W [P

' P, = 2 masik (1) atau (2), diperoleh P, -‘= 2

Selanjutnya’ Q dan Q, dapat dihitung dengan mcmasukkan nilai P dan P,
yang, telah diperoleh ke .dalam. persamaan permmtaannya atau_ persamaan
penawarannya Dengan memasukkan R,=2danP,= 2ke dalam persamaan
Q, . atau P_ = 2 ke.dalam persamaan Q. dlperolch Q. = 6. Kemudian -
dengan memasukkan P,=2dan P, = 2 ke dalam persamaan Q "’I’ atau. -
P, = 2 ke dalam persamaau Q,, . diperoleh Q :
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Jadi, . L. :
P, equilibium = 2 . P, equjlibrium = 2 -
" Q. equilibrium'= 6 Q, equilibrium = 11,

Model analisis “keseimbangan pasar kasus dua macam barang’; ini dapat
pula diterapkan pada kasus-kasus lebih dari dua macam barang.

6.5.6 Fungsi Biaya dan Funési Penerimaan

Fungsi biaya. Biaya total (total cost) yang dikeluarkan oleh sebuah
perusahaan dalam operasi bisnisnya terdiri atas biaya tetap (fixed cost) dan
biaya variabél (variable cost). Sesuai dengan namanya, sifat biaya tetap adalah
tidak tergantung pada jumlah barang yang dihasilkan. Berapd unitpun barang
yang dihasilkan, jumlah biaya tetap dalam jangka pendek senantiasa tidak
berubah. Secara matematik, biaya tetap bukan merupakan fungsi dari jumlah
barang yang dihasilkan; ia merupakan sebuah konstanta, dan kurvanya berupa
sebuah garis lurus sejajar sumbu jumlah. Sebaliknya, biaya variabel tergantung
pada jumlah barang yang dihasilkan. Semakin banyak jumlah barang yang

. dihasilkan semakin besar pula biaya ‘variabelnya. Secara matematik, biaya
variabel merupakan fungsi dari jumlah barang yang dihasilkan, kurvanya
berupa sebuah garis lurus berlereng positif dan bermula dari titik pangkal.

FC=k
VC= f(Q) = vQ
C=4g(Q)=FC+ VC=k+vQ - |

C=k+vQ

: biaya tetap

: biaya variabel

: biaya total

: konstanta

: lereng kurva VC
dan kurva.C

Gambar 6—13
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Q pada sumbu horizontal melambangkan jumlah (guantity) barang dalam sa-
tuan fisik, adapun C pada sumbu vertikal melambangkan biaya (coss) dalam
satuan moneter. :

Kasus 11 ‘

Biaya tetap yang dikeluarkan oleh sebuah perusahaan sebesar Rp 20,00 ri-
bu, sedangkan biaya variabelnya ditunjukkan oleh persamaan ¥C = 100 Q.
Tunjukkan persamaan dan kurva biaya totalnya ! Berapa biaya total yang
dikeluarkan jika perusahaan tersebut memproduksi 500 unit barang ?

FC = 20.000 C=FC+ VC— C = 20.000 + 1000
Ve = 1000 Jika Q = 500, C = 20.000 + 100 (500) = 70.000
o , ©.C = 20.000 + 100 Q
70.000} — — — — -
|
VC = 100 Q \
50.000
|
|
|
|
|
20.000 + FC
|
|
i
0 ' 500 >0

Gambar 6—14 '

Fungsi penerimaan. -Penerimaan sebuah perusahaan dari hasil penjualan
barangnya merupakan fungsi dari jumlah barang yang terjual atau dihasilkan.
Semakin banyak barang yang diproduksi dan terjual semakin besar pula
penerimaannya. Penerimaan total (/otal revenue) adalah hasilkali jumlah
barang yang terjual dengan harga jual per unit barang tersebut. Secara
matematik, penerimaan merupakan fungsi jumlah barang, kurvanya berupa
garis lurus berlereng positif dan bermula dari titik pangkal.

R=0QxP=[(Q) S
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] Dalam menganalisis penerimaan selalu dianggap bahwa perusahaan senan-
tiasa berhasil menjual setiap barang yang dihasilkannya. Dengan demikian, Q
dalam R = f( Q) bukan saja melambangkan jumlah barang yang dihasilkan,
tetapi juga melambangkan jumlah barang yang terjual.

Kasus 12

Harga jual produk yang dihasilkan oleh sebuah perusahaan Rp 200,00 per
unit. Tunjukkan persamaan dan kurva penerimaan total perusahaan ini.
Berapa besar penerimaannya bila terjual barang sebanyak 350 unit ?

R =0xP Bila Q = 350 ,
= O x 200 =200 Q R = 200 (350) = 70.000
Ry - R=2000
70000 —— — - — — — — — — ~
|
|
!
l H
40,000 — — — — — - |
|
1 !
' |
!
| :
|
| l

0 200 350 ) 0
’ Gambar 6—15

.ﬂxt\nalisis Pulang-Pokok (Bep)

Penerimaan dan bidya merupakan variabel-variabel .penting untuk .
mengetahui kondisi bisnis ‘suatu perusahaan. Dengan diketahuinya peneri-
maan total ( R ) yang diperoleh dan biaya total ( C) yang dikeluarkan, dapatlah
dianalisis apakah perusahaan mendapat keuntungan ataukah mengalami
kerugian. Keuntungan (profit positif, r > 0) akan didapat apabilaR > C,
secara grafik hal ini terlihat pada area dimana kurva R terletak di atas kurva C.

~ Sebaliknya, kerugian (profit negatif, = <0) akan d1alam1 apabila R < C; pada
area dimana kurva R terletak di bawah kurva C.
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r

Konsep yang’ leblh pentmg berkenaan dengan R dan C -adalah konsep

pulang-pokok” (break-even). ya;,u.sua@p yang digunakan luntuk
menganalisis jumlah minimum produk yang harus dikiasilkan-atau* “terjualagar

pemsanpke gian. Keadaan pulang-poko (prol;n nol,
‘n = 0)terjadiapabilaR = C; perusahaan-tidak memperoleh keuntungan tetapi
tidak pula menderita kerugian, Secara grafi k hal ini dltumukkan oleh per-
potongan antara kurva R dan kurva C :

C R

R I
A

1
t
1

t

n

:

ﬁh

—
Q¢

PR -

: jumlah produk
: penerimaan total
: biaya total
: profit total .
- (=R—C)
. <« .TPP : titik pi.llang-pokok
. : ( break-even pamt)

10RO

P I -

. Gambar 6“—1-16

AN e e e — e

' o* mencerminkan posisi tingkat produksn/penjualan pulang-pokok Area di- -
sebelah kanan Q * merupakan area keuntungan- (n > 0, sedangkan di sebelah )
kiriQ * merupakan area kerugian (n <0). }

Kasus 13

R e

iy -
,

Andaikan biaya total yang dikeluarkan perusahaan ditunjukkan oleh per- .-
samaan C = 20.000 + 100 Q dan penenmaan totalnya R = 200 Q. Pada
_ tingkat' produksi berapa unit perusahaan ini berada dalam Fosisi pulang—po-.
kok 7 Apa yang terjadl _]lka ia berproduk51 sebanyak 300 unit ? i

[l

b (L - . ‘}
-, H
LA ‘ L3 -
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n= 1_2_— C ’ .Jika = 300, maka :
Pulang-pokck:n =0, R— C =0 R . = 200(300) = 60.000

R=C _ C = 20.000 + 100 (300)
200Q = 20.000 + 100 Q = 50.000
100 Q_=_20.000
g= 20y -
Keuntungan:n = R—C
= 10.000
G R n
A R
eo.ooo}'—-_—:—;—‘——————*_,— c
,, .
50000 ——— ——— — = —— — /A5
] e = I
40.000 — — — —— — — > TPP ! RILIK PERPUSIAKAAN:

VC | FARULTAS ErowoM .i
"UNIVERBITAS 1SLAR INDGNESIA
FC o YOGYAKARTA |

20.000

Gambar 6—17

Posisi pulang-pokok terjadi pada tingkat produksi 200 unit, R dan C sama-
sama sebesar 40.000. Pada tingkat produksi 300 unit perusahaan memperoleh
keuntungan sebesar 10.000.

6.5.8 Fungsi An'ggaran

Dalam ekonomi mikro terdapat dua teori yang membahas tentang fungsi
anggaran, yaitu teori produksi dan teori konsumsi. Pada teori produksi, fungsi
anggaran mencerminkan batas. maksimum kemampuan seorang produsen
membeli dua macam masukan (inpus) atau lebih, berkenaan dengan jumlah
dana yang tersedia dan harga masing-masing masukan!), Gambar dari fungsi
anggarannya dikenal dengan sebutan isokos {isocost). Sedangkan pada teori
konsumsi, fungsi anggaran mencerminkan batas maksimum kemampuan
seorang konsumen membeli dua macam keluaran (owutput) atau lebih, berke-

.

1) Masukan merupakan pengindonesiaan dari kata inpui, berarti faktor produksi.
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- Kalau x = 100, maka M= xP +y.P,
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" naan dengan- jumlah- pendabatannya dan harga ‘masing-masing keluélrran ), '
Gambar* dari fungs1 anggarannya dikenal dengan sebutan garis_anggaran

(budget line). - R . . .

Bentuk umum persamaan fungsi anggaran-:

M= xP_ + y.P,

f
.""‘l

pada teori produksi, Lo ' pada teori konsumsi, - - : 1 .
M’: jumlah-dana produsen ' ~ M : jumlah pendapatan konsumen,
x: jumlah masukan X " . X: jumlah keludran X . - . L
y: jumlah masukan Y .. - -« < .y:-jumlah keluaran Yﬁ .
P, : harga Xperunit  --- - P : harga-Xperunit "+
-P, : harga Y per uiit BRI P, - harga Yperunit
Kasus 14 . A ' LTl

Bentuklah persamaan anggaran seorang kousumen untuk barang (‘{ dan .
barang Y apabila pendapatan yang disediakannya sebesar Rp 100: 000, 00,
sedangkan harga barang X dan barang Y masing-masing. Rp 50000 dan

Rp1 .000,00 per unit. Jika semua pendapatan yang dianggarkan dlbelanjakan .
untuk barang X, berapa unit X’ dapat dibelinya ? Berapa umt Y dapat dlbeh
" kalau ia hanya membeh 100 unit X 7

.M— xP +yP
RO 2 lOOQ_()O-xSOO+y1000 R
LA e 100000—500x+1000y“‘

Jika semua pendapatan-dibelanjakan untuk barang X ( » = 0), maka jumlah
X yang dapat- dlbeh x=M/P = 100 000/500 = 200 umt " .

100.000°=(100)(500) + ¥(1000) SR
© “100.000 = 50.000 +.1000.y .= y = 50 unit. -

. 1. L 3 r i 1

2).‘ Keluaran merupakan pengindonésiaan dari kata owfput, berarti hasil produksi.

LT A . ELs
s B e A . C i
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= XxP, +yP
100.0_00 1500 + 1000 y

- (100, 50)
SOfF—— ——————= =2 :
' I
!
!
|
l
0 ‘ . 100 o 200 — X
: , Co M,
_ Gambar 6—1§ L p-

6.5.9 Fungsi Konsumsi, Fungsi Tahungan dan Angka-

Pengganda

Dalam ekonomi makro, pendapatan.masyarakat suatu negara secara
-keseluruhan (pendapatan nasional) dialokasikan ke dua kategori penggunaan,
yakni dikonsumsikan dan ditabung. Jika pendapatan dilambangkan dengan Y,
sedangkan konsumsi dan tabungan masing-masing dilambangkan dengan C
dan §, maka kita dapat merumuskan kesamaan : .

Y=C+ S

[}

Baik konsumsi nasional maupun tabungan hasional pada umumnya dilam-
bangkan sebagai fungsi linear dari pendapatan nasional. Keduanya berbanding
lurus dengan pendapatan nasional. Semakin besar pendapatan semakin besar
pula konsumsi dan tabungannya. Sebaliknya, apabila pendapatan berkurang,
konsumsi dan tabungan pun akan berkurang pula "

Fungsi konsumsi. Fungsi konsumsi menjelaskan hubungan antara kon-
sumsi dan pendapatan nasional, yang secara umum dirumuskan sebagai :

C = - Co +cY C,: konsumsi otonom
AN=C+e c :MPC=AC/AY
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Konstanta C, menunjukkan besarnya konsumsi nasional pada pendapatan na-
sional sebesar nol; mencerminkan konsumsi nasional minimum (autonomous
consumption , konsumsi otonom) yang pasti ada atau harus tersedia, meskipun
pendapatan nasionalnya nihil. Secara grafik, C, merupakan penggal ‘kurva
konsumsi pada sumbu vertikal C. Koefisien ¢ mencermmkan besarnya tam-
bahan konsumsi sebagai akibat adanya tambahan pendapatan nasional se-
jumlah tertentu. Dalam bahasa ekonomi, ¢ adalah Marginal Propensity to Con-
sume. Secara grafik, ¢ merupakan lereng dari kurva konsumsi.

Fungsi tabungan. Fungsi tabungan menjelaskan hubungan antara
tabungan dan pendapatan nasional, yang secara umum dirumuskan sebagai :

S=g(Y)=S +sY S, : tabungan otonom
’ S:MPS=AS/AY

Konstanta §,, yaitu tabungan otonom (aufonomous saving), merupakanfpeng-
gal kurva tabungan pada sumbu vertikal S. Koefisien s ( Marginal Propensity to
Save, MPS ) merupakan lereng dari kurva tabungan,

Persamaan fungsij tabungan dapat pula diturunkan dengan memanfaatkan
kesamaan ¥ = C + S ‘

Y—-C

I
Y=C+8§ — ' § = !
. § =Y—-C,—cY sebab C = C, +ciY
§ = —=C,+(1—09VY - '

Jadi, : «
S,+s5Y=8=—~Cy+(l—¢c)Y

.Dapat disimpulkan bahwa :

S,= —C, .
_ s=1—¢ - c+s =1
MPS =1 — MPC -+~ MPC+ MPS=1

Kurva konsumsi dan kurva tabungan dapat digambarkan secara bersama-
sama pada sistemn sumbu-silang.
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C. S

Garis bantu [ ¥ = C + §'] yang

membentuk sudut 45° merupakan

penjumlahan grafis kurva C dan kur-

'va §. Setiap titik pada garis bantu ini

berjarak sama terhadap sumbu

horizontal maupun sumbu vertikal.

Berartj setiap titik pada garis ini

mencerminkan jumlah yang sama an-

tara ¥ dan C + S. Pada titik M

» terlihat bahwa S =- 0, berarti seluruh

Y pendapatan dialokasikan untuk ke-

perluan konsumsi. Di sebelah kanan

) : titik M, pendapatan lebih. besar

Gambar 6—19 - . 'daripada .konsumsi  sehingga

: kelebihan pendapatan tersebut bisa

ditabung; hal ini tercermin dari

posmfnya kurva S. Sedangkan di sebelah kiri titik M pendapatan lebih kecil

daripada konsumsi, berarti sebagian konsums1 dibiayai bukan dari pendapatan

sendiri, melainkan dari sumber lain misalnya pm_]aman atau hutang. Dalam hal

_ini tabungannya negatif (dissaving). Pada tmk pangkdl 0 (0,0) seluruh kon-

sumsi bahkan dibiayai bukan dari pendapatan besarnya konsum51 sama
dengan tabungan negatif’.

Kasus 15

Konsumsi masyarakat suatu negara ditunjukkan oleh persamaan
C = 30 + 0,8 Y. Bagaimana fungsi tabungannya ?

Berapa besarnya konsumisi jiké tal_)ungam.'s‘ébésar 20 ?'": '

S=. Y—C L TkaS=h0 oLt

='Y—(30+08Y) ©20=-30+02Y ...l
= Y—30—08Y 50=102 Y — Y <25

30+ 02Y MakaC = Y— § = 230
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C S

200 ——————— T C=30+08Y

150 ——————~~-

I
I
I
I
I
I
|
f
I
|
[

—-30+02Y

. 1 A
.30

o e >y
-30 )

y Gambar 67420

Angka-pengganda. Angka-pengganda jalah suatu bilangan yang men-
jelaskan tambahan pendapatan nasional sebagai akibat adanya perubahan
pada variabel-variabel tertentu dalam perekonomian. Secara umum, dalam
mode! perekonomian yang paling sederhana, angka—pengganda ( mulnpher)
dirumuskan sebagai :

k =

! L ¢ E MPC
l—e. 5. s E'MPS

Dalam Kasus 15 dj atas MPS = 0,2, berarti angka—penggandanya
(k) = 5. Dengan k = § ‘berarti bahwa apablla variabel ekonomi tertentu —
misalnya investasi atau pengeluaran pemerintah — ditambah sejumlah terten-
tu, maka pendapatan nasional akan bertambah sebesar 5. kali tambahan
variabel tadi.

. !
JRumus-rumus angka-pengpanda secara terinci dapat dilihat di dalam Seksi 6.5.14. :
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6.5.10 Pendapatan Disposabel© ~~ ~ -

Pendapatan nasional pada dasarnya merupakan penjumlaha,

pendapatan semua sektor di dalam satu negara, meliputi sektor reMas.

. (orang perseorangan), sektor badan usaha dan sektor pemerintah. Penda, "~
* disposabel (disposable income) adalah pendapatan nasional yang secara ny
' dapat dibelanjakan oleh: masyarakat; tidak termasuk di‘dalamnya pendapatan
pemerintah seperti pajak, cukai dan sebagainya. Dengan dikenakannya pajak,
‘maka pendapatan yang secara nyata dapat 'dil:ielanjakgn oleh masyarakat
berkurang sebesar pajak tersebut. Sebagai gambaran : jika pendapatan na-
sional adalah sebesar ¥, tetapi di dalamnya termasuk pendapatan pemerintah
atau pajak sebesar 7; maka pendapatan yang secara-nyata dapat dibelanjakan
- (dikonsumsi dan ditabung) oleh masyarakat -hanyalah sébesar. ¥y."= V' — T.

. Jadi, pajak merupakan. variabel yang-memperkecil pendapatan disposabel.

. Selain’ variabel yang mempérkeéil, ada piila variabel. yang imemperbesar

pendapatan disposabel. Variabel tersebut adalah ‘pembayaran-pembayaran
khusus dari pemerintah kepada masyarakat yang sifainya merupakan pem-
bayaran ekstra atau tunjangan; misalnya berupa tunjangan pensiun, tunjangan
hari raya, gaji bulan ke-13, atau sumbangan buat korban bencana alam.
Pembayaran-pembayaran khusus yang bersifat “‘ekstra int (bagi ‘masyarakat
merupakan penerimaan ekstra) dalam ekonomi makro dikehal dengan sebutan
pembayaran alihan (' transfer payment ), karena ia ‘hanya . merupakan
-pengalihan uang dari pémerintah ke masyarakat, bukan merupakan imbalan
_~ langsurig atas jasa masyarakat pada pemerintah dalam tahun yang berjalan.
" Sebagai gambaran : jika penddpatan nasional adalah sebesar ¥, tetapi di sam-
ping itu pemerifitah juga mengeliarkan pembayaran alihan sebesar R, maka

pendapatan disposabelnya menjadi ¥, = Y + R.’ |

3 -

Berdasarkan terdapat tidaknya pajak ( T') dan pembayal:an alihan ( R) di
dalam perekonomian suatu negara, besarnya pendapatan disposabel ( Y., )
masyarakat negara yang bersangkutan dapat dirinci sebagai berikut .~

. +.* Dalam hal tidak terdapat pajak maupun pembayaran alihan, *"

i PR B
2 - . T ow e

N . L o
. * . ' c3

L Sy P . Y pendapatan_rfasibnal
A cos 10 o ¥, 1 pendapatan disposabel

- L o
a - = ~
- i

* Dalam hal hanya terdapat pajak,

!
-
2~

AT E
h.i
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a

P

' T i
. ".'Jj."n..‘--"‘- Y’ '—- Y + R TR B N :? o) o ‘J
£ oA e L : - ' B
LS : ¢ ' Tt N EAREE S W) - )T ‘7"4 )
w, Dalam hal terdapat pajak maupun pembayaran allhan . \1, K
' 1-.1-“::-,,_ ity ‘.-«'.; ’a ._-‘.J“-\t, - .,;;v AN e ' '!"'.‘""‘:'f' 3.
NN , N . o _ - , [
N I A 5
a1y, ,=,,'Y._—_T+.R__:-; - o Jl

B

Sesungguhnya pcndapétan dnsposabel ( Y., )Iah dan bukannya pen-
dapatan nasional (-~Y"), yang merupakan varlabel ‘bebas dalam.- persamaan
fungsi konsumsi dan fung51 tabungan Dengan demikian, rumusan fung51 kon- -

' sumsn dan fung51 tabungan yang se ebe narnya bukanlah C

= g( Y). melamkan

v

1

f( Y|,) dan

(&% . .‘ 42

\ "é FOY,) n g S =g (Y)) cdan ol
C +_cY_ ..;;S +SY C+S=YE

e

Dalam uralan sebelum lm k:ta mendapatl rumusan fungsx konsums:
'C= f ( Y) = C + C Y ‘Dalam kasus tersebut memang “tidak dlsebutkan ten-
tang adanya pa]ak dan pembayaran ahhan sehmgga praktls lf',f = =Y, dan
C=C,+c?Y, ‘sama artmya dengau C=C,+ c'Y. Untuk selanjumya anda.
" “harus berpedoman pada rumusan yang baku yakm C = f ( Y. ), begltu puIa

§ = g(}’)

I
F
LT r_'_-" s -' _f.. ._ PR ‘:'_, T ,:\‘ o --..‘“' i N T “{‘
Kasus 16 _. -, foLTea 1 R R A
I
- Fungs: konsum51 ‘masyarakat, suatu negara dltunjukkax} -oleh,

C =30+ 0,8Y,.Jika pemerintah menerima dari masyarakat pembayaran pa- .
jak sebesar 16 dan pada tahun yang sama memberikan. pada warganya ‘pem-
bayaran alihan sebesar.6, berapa konsumsi nasional seandainya pendapatan na-
sional, pada tahun tersebut sebesar 200717 Berapa pula tabungan naswnal ?

|

Y= Y T+R-—200—16+6—190 ' !
: o T e SR S B

C = 30+087Y, . S§=Y,—C ’

= 30 + 0,8(190) = 182

= 190 — 182 = 8

1
f
F T T,



Hubungan Linear . . . oo 115

6.5.11 Fungsi Pajak

*

Pajak yang dikenakan oleh-pemerintah jpada warganya bersifat dua
macam, Pertama ialah pajak yang jumlahnya tertemu tidak. dikaitkan dengan
tingkat pendapatan. Secara matematik, T = T ., kurva'pajaknya berupa
- sebuah garis lurus sejajar-sumbu pendapatan. Kedua ialah pajak yang
penetapannya dikaitkan dengan tingkat pendapatan, besarnya merupakan pro-
-porsi atau persentase tertentu dari pendapatan. Secara matematik, 7 = ¢ Y:
kurva pajaknya berupa sebuah garis lurus. berlereng positif dan bermula dari
titik pangkal.

‘Secara keseluruhan besarnya pajak yang diterima oleh pemermlah adalah
T =T, + tY; kurva pajaknya berupa sebuah garis lurus berlereng positif dan
bermula dari penggal 7, :

T
A

T, : pajak otonom
(autonomous tax)

t : proporsi'pajak terhadap

' . pendapatan

Gambar 6—21

6.5.12 Fungsi Investasi

Permintaan akan investasi merupakan fungsx dari tingkat bunga. Jika in-
- vestasi dilambangkan dengan huruf J dan tingkat bunga ( inferest rate ) dilam-
bangkan dengan huruf /i, maka secara umum fungsi-(permintaan akan) in-
vestasi dapat dituliskan sebagai :
z
T

I = f(i) . 1, investasi otonom
I =1 — pi C i: tingkat bunga
’ p : proporsi I terhadap i
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Permintaan akan investasi berbanding terbalik aengan tingkat bunga.
Deéngan logika ekonomi hal ini sangat mudah dipahami. Apabila tingkat'i bunga
tinggi, orang -akan.lebih senang menyimpan uwangnya di bank daripada

-‘menginvestasikannya, sebab . hasil harapan ‘( ‘expecfed return ) yang akan
- diperoleh dari bunga bank" lebih besar daripada hasil harapan- ya‘n'g akan

diterima dari penanaman- modal, .akibatnya permintaan akan investasi
berkurang.- Tingginya bunga mencerminkan pula mahalnya kredit, sehingga
mengurangi-gairah berinvestasi di kalangan (calon) pengusaha Hal sebahknya
terjadi jika tingkat bunga rendah.: : . L i
]

Dalam menggambarkan kurva permintaan akan mvestas: terdapat "kebia-

-saan aneh” di kalangan. ekonom, yakm variabel bebasnya ( i) diletakkan pada

sumbu vertikal dan variabel ‘terikatnya ( [) justra_ dltempatkan pada sumbu
horizontal. Perhaukan contoh berikut.- - : '

Kasus 17 ' o ' S

Jika permmt;aan akan investasi dltunjukkan oleh f = 250 — 500 i, berapa
besarnya investasi pada saat tingkat bunga bank yang. berlaku setmggl 12%
Berapa pula mvestas1 blla tingkat bunga tersebut 30%

L! 1

I= 2507500 i _
12%.= 0,12, Jika' i,

i

Jika 4 = = 30% = 0,30, -
I =250 — 500 (0,12) I= 250 — 500030

~ 250 — 60 =. 190 . = 350 = 150 = 100’
i o '

A )

|
. A
. 0,50l /i - . 1;

=1 —pi
/_ [}
J=250—500i

0,30 — — — —~
S Y7 S N
. ! - . ~
0 100 190 250

" Gambar 6—22 |

.
-]
| 20
—— ey -
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6.5.13 Fungsi Impor

Impor suatu negara merupakan fungsi dari pendapatan nasionalnya, dan
cenderung berkorelasi positif. Semakin' besar pendapatan nasional suatu
negara, semakin besar pula kebutuhan atau hasratnya akan barang-barang dari
luar negeri (terutama barang modal, bagi negara yang sedang berkembang),
schingga nilai i lmpornya pun semakin besar.

M, : impor otonom

M=M +mY Y : pendapatan nasional

m . marginal propensity
toimport = AM/AY.

Kasus I8

Bentuklah persamaan impor suatu negara bila diketahui impor otonomnya
25 dan marginal propensity to import-nya 0,05. Berapa mla: impornya jika pen-
dapatan nasional sebesar 600 ? :

25 1 M=M+myY
0,05 M= 25+ 0,05 Y

M

0
m

Pada tmgkat Y = 600,
M= 25+ 0,05 (600)
= 25—30 M4
= 55

SSp-—m e —

o._.——-——-—---—-——

]
o)

Gambar 6 -23
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|
6.5.14 Pendapatan Nasional ' " '{" |

Pendapatan naswnal adalah ]umlah nilai seluruh keluaran (barang dan
jasa) yang dihasilkan oleh suatu negara dalam Jangka waktu tertentu.
'Penghltungan pendapatan nasxonal dapat dilakukan dengan tiga macam
pendekatan yaitu pendekatan produk31 pendekatan pendapatanI dan
pendekatan pengeluaran, Ditinjau dari segi’ pendekatan pengeluaran,} pen-
dapatan nasional adalah ]umlah pengeluaran yang dilakukan oleh seluruh
sektor di dalam suatu negara. Sektor-sektor perekonomian yang dimaksud
adalah sektor rumah tangga, sektor badan usaha, sektor pemerintah dan sektor
perdagangan dengan Tuar negeri. Pengeluaran sektor rumah tangga dlcer-
minkan oleh konsumsi masyarakat ( C), pengeluaran sektor badan usaha dicer-
minkan oleh investasi yang dilakukan oleh perusahaan-perusahaan ( 1),
pengeluaran sektor pemerintah dicerminkan oleh -pengeluaran pemerintah
( G ), sedangkan pengeluaran perdagangan dengan luar negeri tercermm dari
selisih.antara ekspor dan lmpor negara yang bersangkutan ( X — M ).

Anahs:s pendapatan nasmnal selalu bertolak dan anggapan mengena1
model perekonomian yang sedang dibahas. Dalam hal ini.dikenal tiga macam
model perekonomian. Pertama ialah model perekonomian sederhana; di sini
dianggap bahwa perekonomian hanya terdiri atas 2 seklor. yaitu sektor rumah
tangga dan sektor badan usaha; tidak terdapat sektor pemerintah dan sektor
perdagangan dengan luar negeri. Kedua ialaki model perekonomian tertutup;
perckonomian terdiri atas 3 sektor, yaitu dua sektor yang telah dlsebul
sebelumnya dan sektor pemerintah; tidak terdapat scktor perdagangan dengan
luar negeri. Ketiga ialah model perekonomian terbuka: perekonomian terdiri
atas 4 sektor termasuk sektor perdagangan dengan luar negeri; ini merupakan
model yang paling lengkap dan nyata. - . : }

Dengan demikian, kesamaan pendapatan nasional menurut pendekatan

pengeluaran adalah i
I
|

Y =ca71 |- -~ untuk perekonomian 2 sektor )
(model pereckonomian sederlhana)
Y SC+1+G ~ untuk perekonomian 3 sektor
{model perekonomian tertufup)
Y SC+I+G+(X—M) © untuk perekonomian 4 sqkt(')r
: .- {model perekonomian terbuka)

Beberapa variabel dalam kesamaan pendapatan nasional di atas dapat berupa
konstanta (disebut variabet eksogen) atau berupa fungsi (disebut variabel en-

dogen), tergantung pada data yang tersedia atau diketahui. \
|
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Kasus 19.

Hitunglah pendapatan nasional suatu negara jika diketahui konsumsi
otonom masyarakatnya sebesar 500, MPS = 0,2, investasi yang dilakukan oleh
sektor badan usaha sebesar 300 dan pengeluaran pemerintahnya sebesar 250,
Sedangkan nilai ekspor dan impor masing-masing 225 dan 175.

Cc

o
c

i

500 C=C,+cY,=500+08Y,=500+08Y
MPC=08) sebabY, =Y —-T+R=Y—0+0=Y

Y=C+I+G+(X—M)
Y= 500+ 0,87 + 300 + 250 + (225 — 175)
Y—08Y = 1100-'0,2 Y = 1100 =Y = 5500.

Dalam model perekonomlan terbuka yang kompleks, perhitungan angka-
pengganda (snultiplier}-nya cukip rumit.’ Untuk contoh di atas tadi angka-
penggandanya dapat dihitung dengan menggunakan rumus yang dlperkenalkan
di dalam Seksi 6.5.9 (libat halaman 112), yvakni &k = 1/ MPS = 1/0,2 =
Cukup mudah menghitungnya, sebab variabel-variabel selain C bersufat
eksogen (berupa konstanta, bukan berupa fungsi), pula tidak terdapat unsur
pajak (7) dan pembayaran alihan (R). Persoalannya akan menjadi lain jika ter-
dapat pajak dan pembayaran alihan, serta keduanya bersama-sama dengan im-
por (M) merupakan fungsi dari pendapatan nasional ().

Andaikan kita memiliki data sebagai berikut :

C=GC +cYV,

I = I_(konstanta)

G = G (konstanta)

T=T,+1tY berarti Y,= Y—T+ R

R=R_+rY Y,=Y—-T, —tY+R +rY.

X-= X, (konstanta)

M=M,+mY sehingga C
: C

o

C,+c(Y—T, —tY+R, +rY)
C,+¢Y—cT, —ctY+cR +crY

Kesamaan penglapatan nasionalnya :

Y= C+I+G+(X M)

Y-C+cY—cT —ctY+cR, +crY+I +G + X, —M —mY
—cY+c!Y—crY+m}’ C —¢T, +cR +I + G, +X ,— M,
Y(l—c+ct—cr+m)—C —r.'T+cR +I +G +X ——M

n
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Jika kita sederhanakan (1 — ¢ + ¢ t-'—,c.r +m) =" a, maka'h-.:;_ BEEES

" Ya 25C —-cT*+ cR +1 +G +“X M nERR ]
SN ST \,. e T U L T

o7 . -
R Y AP f' .

a- NS LA _u. -
Angka penggandanya secara umum. jalab: .= - . i |
- 4 - - X v "‘ . - g‘_' . b
et ) ; t.",’ B ': .ot : P L s 'Ilr»-' ’
1 - ' 4 ' R * N N
v k= — . d:manaa 1—c+ct—cr+m

c . margmal propensny to consume
PR PR SR margmal propens:ty tota
Crera ., r 2 margmal propens:ty to transfer
m - marglnal propensity to 1mlport

i Angka pengganda khusus untuk masmg-maémg vanabel adalah .
! ‘ Angka-pengganda kmgspms: AR TR ._,k,_; Sy
- 4;’:"- ' ,’-‘3! LY Ay e AN AR @
s o @ Angka-pengganda pa]ak fonEe R ‘: SRR AL Sand.
RV ;-r".:a"‘u. T A a
oo .7:'\1" R Pl e -": 10 D L T e e v ’_ Lt
* Angka—pengganda pembayarai’ al:han RS LA A .€
' o
- . i ak-_ ) .'_._-i.-‘ ._F: " - .‘.’n 1:"!.; ‘!l . Coaed -": 'i‘.l' 3 We l_h
* Angka-pengganda investasi : . ko= = +
4 . N : - . . a -
* Angka-pengganda pengeluaran pemerintah : - ., PR 1
- . . S : o o RgeET =
_ . ) _ y ~:°-.| .)r-, ’ ‘.:_h ‘E..,
T R SR T DU _111‘.‘: ‘
* Angka-pengganda ekspor: -~ - - - o ke =
- ) ' ) ' * ! - tIm i it . ’ .-a'l‘
e Angka-pengganda impor: - " . - k, = —=
L. - Cal
Angka-pengganda hanya berlaku untuk menghltung secara [an]gsung
perubahan pendapatan nasional ('Y ) sehubungan dengan perubahan pada
variabel-variabel yang bers:fat otonom (perubahan pada. Co . ETO, R, 5, G,
. X, dan M ). Angka-pengganda untuk pajak dan impor bertanda negatlf se-

bab perubahan pajak dan  perubahan- impor membuahkan perubahan

yang berlawanan arah pada pendapatan nasional;
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Kasus 20

Konsumsi masyafaﬁat ‘suatu negara ditunjukkan oleh persamaan
C = 1500 + 0,75 Y . Investasi dan pengeluaran pemerintah masing-masing
sebesar 2000 dan 1000 Pajak yang diterima dan pembayaran alihan yang
dilakukan oleh pemerintah masing-masing dicerminkan oleh 7= 500 + 0,25 Y
dan R = 100 + 0,05 Y. Jika nilai ekspornya 1250 dan impornya dicerminkan
oleh M = 700 + 0,10 ¥, hitunglah pendapatan nasional negara tersebut.
Hitung pula konsumsi, tabungan, pajak, pembayaran alihan dan nilai impor-
nya. Berapa pendapatan nasional yang baru seandainya pemerintah menaikkan
pengeluarannya menjadi sama éeperti nilai eskpor ?

Y= Y—T+R=Y—500—0,25 Y+ 100 + 0,05 Y = 0,80 Y— 400
sehingga C = 1500 + 0,75 (0,80 Y — 400) = 1200 + 0,60 Y

Y =C+7+G+(X—M)
Y = 13200 + 0,60 ¥ + 2000 + 1000 + 1250 — 700 — 0,10 ¥
Y =

4750-{—050'}’ "+ 0,50 Y = 4750 — Y= 9500

Pendapatan nasmnalnya adalah 95(}0
Pendapatan disposabel ; = 0,80 Y — 400 = 0,80 (9500) — 400 = 7200.

C = 1500 + 0,75 Y, = 1500+o,75(7200) = 6900
S = Y,—C = 17200— 6900 = 300.

T =500+O25Y—500+025(9500)=2875
R = 100 + 0,05 Y = 100 + 0,05 (9500) = 575

M = = 1650.

700 + 0,10 Y = 700 + 0,10 (9500)

a= l—c+ct—cr+m
= I—075+075(025)—075(005)+010
= 1—075 + 0,1875 — 0,0375 + 0,10 = 0,5

-  k,=1/a=1/005=

G'= X = 1250, berartid G = G’ — G = 1250 — 1000 = 250
AY=k xAG=2x 25 = 500

Y+AY

9500 + 500 = 10.000

Pendapatan nasional yang baru: Y’
Y t

6.5.15 Analisis IS-LM

Dalam ekonomi makro, pasar dibeda-bedakan .:berdasarkan_ "obyek”-nya
menjadi 3 macam : pasar barang (termasuk jasa), pasar uang (termasuk modal)
dan pasar tenaga kerja. Analisis yang membahas keseimbangan' serempak di
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r
|

i
pasar barang dan pasar uang dikenal dengan sebutan analisis IS-LM. Alat
analisis yang digunakan adalah kurva IS dan Kurva LM, :

Kurva IS. Kurva IS ialah kurva yang menunjukkan keseimbangan antara
pendapatan nasional dan tingkat bunga“ di pasar barang. Untuk model
perekonomian sederhana (dua sektor), persamaan kurva IS dapat dibentuk
dengan menyamakan persamaan investasi ( 1, investment) terhadap persa-
maan tabungan ( S, saviig ). '

I=1I,—pi I= 8§ Y=I"_S"‘—I——p-i
§ =5 +sY I,—pi= S +sY s s

1
Dengan menyederhanakan (I,—S§,)/s=Y,danp /5 = b, bentuk umum
persamaan kurva IS dapat ditulis sebagai : .

M}

Y=f(i)=Y,—bi

Kasus 21

Bentuklah persamaan dan gambarkan kurva IS untuk ¢ = 500 + 0,80 Y
dan / = 2000 — 5000 . ' .

t

C =500+08Y . 1I=5 - 2000—5000i= — 500 + 0,20 ¥
. S=_500+020Y 2500 — 5000 i = 0,20 ¥
I = 2000 — 5000 i Y = 12.500 — 25.000 i
|
Py '
0,50
0 v

Gambar 6—24
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Kurva LM. Kurva LM ialah kurva yang menunjukkan keseimbangan an-

tara pendapatan nasional dan tingkat. bunga di pasar uang. Persamaan kurva

'LM dapat dibentuk dengan menyamakan persamaan permintaan akan uang
( L liguidity preference ) terhadap persamaan penawaran uang ( M, money

,supply)
Permintaanakanuang : L=L_ + kY —hi
Penawaran uang tM=M,
Mu_Lo h
L=M = L +kY—hi=M, - Y¥Y=____ + 2
k k

Dengan menyederhanakan (M, — L )/ k = Y, danh/ k ="u, bentuk umum
persamiaan kurva LM dapat dltuhs sebagal

Y=g@(i)=Y, + ui

Kasus 22

Bentuklah persam-aén dan gambarkan kurva LM :iika permintaan akan
uang ditunjukkan oleh L = 10.000 + 0,4 'Y — 20.000 / dan jumlah uang yang
ditawarkan (beredar) sebesar 9.000.

L M- 10.000 + 0,4 Y—20.000/ = 9.000

0,4 Y = — 1.000 + 20.000
Y= = 2.500 + 50.000/

“t

LM

0,05

Y
hﬁ

-2.500 0
Gambar 6—25
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Keseimbangan seremipak. Keseimbangan serempak di pasar barang dan
pasar uang dltunjukkan oleh perpotongan antara kurva IS dan kurva'LM
Pada. posisi ini tercipta tingkat bunga keseimbangan dan pendapatan keseim-
bangan. Untuk IS dalam Kasus 21 dan LM dalam Kasus 22 di’ atas, keseim-

bangan serempak tercipta pada tingkat bunga 20% dan pendapatan naswnal
_ sebesar 7.500. |

i ‘ IR

A '
1
0,50 &
[
ie = 0,20
[
0,05 ; !
| = !
2.500 0 ~ 7500 ., 12.500 . . .
Gambar-6—26 " L -
1
: IS= LM
12.500 — 25.000 i = -2.500 + 50.000 i [
15.000 = 75.000 i
i= 0,20 l

Dengan memasukkan i = 0,20 ke dalam per-
samaan IS atau LM diperqleh Y = 7.500,
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BAB 7
HUBUNGAN NON-LINEAR

]

Pemahaman akan fungsi-fungsi non-linear dalam mempelajari ilmu
ekonomi tidak kalah pentingnya: dengan pemahaman akan fungsi linear.
Meskipun banyak hubungan antarvariabel ekonomi cukup dapat diterangkan
dengan model linear, namun tidak sedikit pula yang lebih realistik dan rasional
ditelaah dengan model non-linear. Bahkan sebagian dari model ekonomi linear
yang ada sesungguhnya merupakan penyederhanaan dari hubungan-hubungan
yang non-linear, merupakan linearisasi dari model non-linear.

* Bab ini menguraikan karakteristik-karakteristik penting dari fungsi non-
linear. Empat macam bentuk fungsi non-linear yang paling sering dijumpai
dalam analisis ekonomi merupakan titik perhatian. Keempatnya adalah fungsi
kuadrat parabolik, fungsi kubik, fungsi eksponensial dan fungsi logaritmik.

7.1 FUNGSI KUADRAT

Fungsi kuadrat atau fungsi berderajat dua ialah fungsi yang pangkat ter-
tinggi dari variabelnya adalah pangkat dua. Bentilk umum persamaan kuadrat
adalah y = @ + bx + cx2, ¢ #0. Gambar dari suatu fungsi kuadrat dapat
berupa ‘salah satu dari empat kemungkinan bentuk potongan kerucut :
lingkaran, elips, hiperbola, atau parabola. Sebagaimana diperlihatkan oleh
Gambar 7—1, apabila suatu bidang kerucut dipotong maka dapat dihasilkan
empat macam bentuk potongan; tergantung pada posisi pemotongannya :
datar, serong, tegaklurus ataukah posisi lain lagi.
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hiperbola
E ? parabola

Gambar 7-1

- Apabila bidang kerucut dipotong dengan posisi mendatar, akan diperoleh
potongan berpenampang lingkaran. Pemotongan dengan posisi menyerong
menghasilkan potongan berpenampang elips. Pemotongari dengan posisi
tegaklurus, tapi bukan pada pertengahan kerucut, menghasitkan penampang
hiperbola. Sedangkan jika dipotong menyerong pada separoh bidang kerucut,
akan diperoleh potongan berpenampang parabola. Dengan demikian kurva
dari sebuah persamaan kuadrat akan berbentuk salah satu dari empat
kemungkinan tersebut,

Tiga bentuk yang pertama dari persamaan kuadrat tidak akan dibahas
secara panjang lebar di sini, mengingat penerapan langsungnya dalam model-
model ekonomi relatif langka. Perhatian lebih ditekankan pada persamaan
kuadrat yang berbentuk parabola, yang sangat sering tampil dalam berbagai
model ekonomi. o

7.1.1 Identifikasi Persamaan Kuadrat \/

Mengingat pangkat. dua dalam suatu persamaan kuadrat sesunggulhnya
dapat terletak pada baik variabel x maupun variabel y, bahkan pada suku xy
(iika ada), maka bentuk yang lebik nmum untuk ‘suatu persamaan kuadrat
ialah :

ax:+ pxy+ by + ecx +dy +e=0

(setidak-tidaknya salah satu q atau b tidak sama dengan nol) .
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Dari bentuk yang lebih umum ini, dapat dudcnt:kaasx gambar atau kurva dan”
persamaannya yakni- sebagal benkut

Hubungan Non-Linear

Jikap=0dana=5b # (, kurvanya sebuah lingkaran
Jika p? — 4 ab <0, kurvanya sebuah elips

Jika p2 — 4 ab> 0, kurvanya sebuah hiperbola

Jika p2 — 4 ab = 0, kurvanya sebuah parabola

Apabila p = 0, deﬁgan kata lain dalam persamaan kuadrat tersebut tidak
terdapat suku yang mengandung xy, bentuk yang lebih umum tadi “berkurang”
rr_lenjadi :

ax? + by +ex +dy +el=0

Berdasarkan bentuk dengan kasus khusus ini, identifikasinya menjadi sebagai
berikut :

Jika @ = b+ 0, kurvanya sebuah lingkaran

Jika a # b, tetapi bertanda sama, kurvanya sebuah elips

Jika @ dan b berlawanan tanda, kurvanya sebuah hiperbola

Jika @ = 0 atau b = 0, tetapi tidak keduanya, kurvanya sebuah parabola

7.1.2 Lingkaran

Lingkaran — secara geometri — ialah tempat kedudukan titik-titik yang
berjarak tetap terhadap sebuah titik tertentu yang disebut pusat. Jarak titik-
titik tersebut terhadap pusat disebut jari-jari lingkaran. Bentuk umum persa-
maan lingkaran ialah : :

2 =
ax? + by +cx+a’y+€ 0 a=b

Pusat dan jari-jari lingkaran dapat dicari dengan cara memanipulasi persa-
maan umumnya sedemikian rupa, sehingga pada akhirnya diperoleh bentuk
baku rumus lingkaran yaitu :

(x— D2 + (y—j) = r?

>

di mana { dan j masing-masing adalah jarak pusat lingkaran terhadap sumbu-
vertikal -y dan sumbu-horizontal -x, sedangkan r adalah jari-jari lingkaran.
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Persamaan ax? + by? + cx + dy + e = 0 (di mana a b)hanya akan
benar-benar menghasilkan sebuah lingkaran apabila, setelah dlmampulaSI ke
dalam bentuk baku rumus lingkaran, r2 > 0. Jika r2 = 0, tempat kedudukan-
nya akan berupa sebuah titik, atau lingkaran dengan jari-jari sama dengan nol.
Sedangkan jika r 2 <0, tempat kedudukannya tidak nyata alias maya, jari-jari
lingkarannya khayal; konsekuensinya persamaan di atas tidak dapat dlsajlkan
secara grafik.

Titik potong lingkaran dengan sumbu-sumbu koordinat dapat dicari
dengan cara memisalkan x = 0, sehingga perpotongannya dengan sumbu - y
dapat dihitung; kemudian memisalkan y = 0, sehingga perpotongannya
dengan sumbu -x dapat pula dihitung. TiGak setiap lingkaran mempunyai per-
potongan dengan sumbu-sumbu koordinat. Hal ini tergantung pada besar
kecilnya nilai-nilai / dan j dibandingkan terhadap nilai r. Jika i > r, lingkaran-
nya tidak memotong sumbu-vertikal -y. Jika j > r, lingkarannya tidak
memotong sumbu-horizontal -Xx. .

Contoh :

13 Tentukan pusat dan jari-jari Imgkaran Ixt 4+ 3py2—24x— 18— 33 = 0
Tentukan juga perpotongannya pada masing-masing sumbu koordmat
3004 3y7—24x— 18y =33 _, |
X'+ y2—8x—6y=11
X! —8x+ y2—6y=11
X'—8x+ k, + y:—6y+ k, 1+ &k, +k
(x?—8x + k JHr—06y+ k ) 11.+ k|
(x2—8x + 16) +(y*—6y+PD=11+ 16 +
(X— &)z + (y—3)2 = 62

} | b

f J re

1

———— e -

Pusat lingkarannya adalah titik (4, 3), jari-jari = 6.

Perpotongan dengan sumbu -x: y = 0

Ix?2—24x—33=0 dengan rumus abc diperoleh E
xX?—8x— 11 =0 x, =9l19danx, = - 1,19 !
Perpotongan dengan sumbu-y: x =0 |
3y2—18y—33=0 dengan rumus abc diperoleh ,
yr— 6y—11 =0 Yy, =747dany, = - 1,47 |

Jadi, lingkaran tersebut memotong sumbu -x pada posisi x = 9,19 dan

X = -1,19 serta memotong sumbu -y pada kedudukan y = 7,47 dan y =
1 47

|
1
,
i
|



Hubungan Non-Linear 129

7,47
3x2 +3y2 - 24x - 18y -33 =0

< : > X
—-1,19“ 9,19
' =1,47

Gambar 7—2

2) Gambarkan lingkaranx? + y2—6x+ 4y + 13 = 0,

X?—6x+ y2+4y=-13

(X2 —6x+N+(y2+4y+4)=-13+9+ 4
(x—3N2+(p+2)2:=0

i=3,j=-2 r=0

r4

A

(3, -2)

x2+y2—6x+4y+_13=0

¥

Gambar 7— 3
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Titik pusat lingkaran (i, j) dan jari-jarinya (r)} dapat dicari dengan cara
yang lebih cepat. Perhatikan penguraian persamaan umum lingkaran dan
rumus baku lingkaran masing-masing berikut ini.

Persamaan umum lingkaran ;
ax? + byt+cx+dyt+e=0 .
ax1+a};2+cx+dy_+e=0 (sebab a = b) '

a a

* Rumus baku lingkaran:
(x—=0+(y—Jjy =r? ,
x2—2ix+it+yr—=2jy+j:—r:=0 |
X1+ y =2 —2fy+ (42— =0 . L (1D

Berdasarkan (1) dan (II) :
c/a=-2i—+i=¢/-2a
d/a= -2j—=j=d/-2a
e/a =i+ jr—r1 > rt=j24 j:_e/a

Jadi, . \
. c . d 1/ '

i= — j= r= 1/ i €

-2a- Y 2 a +J ;‘

Dengan memanfaatkan penemuan ini, pusat dan jari-jari lingkaran akan
lebih mudah dan cepat diketahui.

7.1.3 Elips

Elips ialah tempat kedudukan titik-titik yang jumlah jaraknya terhadap

dua fokus selatu konstan, Sebuah elips mempunyai dua sumbu simetri yang sa-

- ling tegaklurus; yang panjang disebut sumbu mayor, sedangkan yang péndek

disebut sumbu minor. Fokus elips ialah sebarang titik yang terletak pada sum-

bu elips. Titik potong antara sumbu-sumbu sebuah elips merupakan pusat elips
yang bersangkutan.

Bentuk umum persamaan elips :

ax?+ by + ex +dy + e =0

a setanda tapi tidak sama besar dengan b
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Pusat dan jari-jari elips dapat dicari dengan cara memanipulasi persamaan
umumnya sedemikian rupa, sehingga pada akhirnya diperoleh bentuk baku
rumus elips yaitu : ~ L ‘

1 t

(x—0* (=i _ |

2 2
h ryn

di mana i dan j mencerminkan koordinat pusat elips serta r, dan r, adalah jari-
jarinya, Dalam hal r, > r,» sumbu mayor elips sejajar dengan sumbu horizontal
sistem koordinat, r, merupakan jari-jari panjang dan r, merupakan jari-jari
pendek [Gambar 7-4(a)]. Dalam hal r, <r,, sumbu mayor elips sejajar dengan
sumbu vertikal sistem koordinat, r , merupakan jari-jari pendek dan r )
. merupakan jari-jari panjang [Gambar 7-4(b)]. Patut dicatat bahwa jari-jari
panjang = setengah sumbu mayor, sedangkan jari-jari pendek = setengah
sumbu minor.

Gambar7 —4

Jika r | = r,, elips tersebut akan berubah menjadi sebuah lingkaran
dengan jari-jari r = r, = r,, Jika (x — i)¥/r 2 + (y — j)¥/r,;? = 0, tempat.
kedudukan (gambar)-nya akan berupa sebuah titik dengan koordinat (i, j).
Sedangkan jika (x — i)/ r2 o+ (y—Jj)/r2<0, tempat kedudukannya maya,
tidak dapat disajikan secara grafik. ‘ '

Titik potong elips dengan sumbu-sumbu koordinat dapat dicari dengan

cara yang sama seperti halnya dalam kasus lingkaran. Untuk menentukan per-
potongan dengan sumbu -x misalkan y < 0, dan sebaliknya.
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» Contoh: . R S !

i Tentukan pusat dan Jan—Jan elips 8 x2 + 2_}'2 — 32 x—12y + 18 0.
Tentukan juga perpotongannya ,pada masing-masing. sumbu koordmat

8x=+2y2—32x—12y———_-18:2 ' :

4x2+ y2—16x—6y=-9 :
4x?—16x+ y2—6y=-9 ‘
4x2—16x + k +y2—6y+k, 9+ k, + k, ’
(4x2—16x+16)+(y2—6y+9) -9+16+9. o -
4(x—2)? +(_y—3)2— 16 L e

: 16 .

o 2 1

=2 y—3)2=41,‘- : : i

4. 16- AN v : ' 3

(x.._‘.p_)z-+.(y__3)z“=l ‘,

2 4 wo
=2, j= } Pusat elipsnya adalah titik (2, 3). Karena r < T,
=2, r,= 4 sumbu mayor elips // sumbu-vertikal -y; r ‘= jari-

jari pendek dan r, = jari-jari panjang.

|

Perpotongan dengan sumbu-x: y = 0 ' . |
8x?—32x+18=0 )

dengan rumus abc diperoleh x, = 3,32dan x, = 0,68

Perpotongan dengan sumbu-y: x=0 '
2y2'—12y+18=.0}(v—3)2=0 :
Yr— 6y + 9=0 =y,=13

e e erm m e e m e = o e =
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r

8x2+2y2 32— 12y 4+ 18 = 0

Gambar 7-5

7.1.4 Hiperbola

133

Karena y, = y, berarti hanya ada satu
nilai y untuk elips ini; yaitu y = 3.
Sebagaimana dapat dilihat pada gambar
di sebelah, elips ini tidak memotong
melainkan hanya menyinggung sumbu-
vertikal -y, sebab r, = i Untuk kasus
elips vertikal semacant ini, hanya jika r,
>. I terdapat perpotongannya dengan
sumbu -y, :

Hiperbola ialah tempat kedudukan titik-titik yang perbedaan jaraknya
terhadap dua fokus selalu konstan. Sebuah hiperbola mempunyai dua sumbu
simetri yang saling tegaklurus dan sepasang asimtot. Perpotongan antara
sumbu-sumbu simetri (antara asimtot-asimtot) ini merupakan pusat hiperbola.
Sumbu simetri yang memotong hiperbola disebut sumbu lintang (transverse
axis). Sumbu lintang ini dapat berupa garis yang sejajar dengan sumbu-x atau
sejajar dengan sumbu -y, tergantung pada bentuk hiperbolanya.

" Bentuk umum persamaan hiperbola :

' ax* + by +ex+dyv+e=0

P

a berlawanan tanda dengan b

* '+ Pusat hiperbola dapat dicari dengan cara merﬁanipulasi'pei‘séhiaan umum-
nya sedemikian rupa, sehingga pada-akhirnya diperoleh bentuk baku rumus

hiperbola yaitu :

(X—=02 (r—hr_
m: n? B

L
FE

sumbu lintang // sumb-u -X
lihat Gambar 7-6(a)
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atau

(y —J)?

(x— i)

nZ

m?

sumbu lintang // sumbu -y
lihat Gambar 7-6(b)

di mana (J, j)adalah koordinat titik pusat hipgrboiénya. .

Y4

sumbu lintang

(@)

ya

3 | i/
\\ /{
NN

v
\/

/I\
A

A (l' j) asimtol

Dumairy, Matematika Terapan untuk Risnis dan Ekonomi

. A1\

‘J’ (b}

Gambar 7— 6i

| \
[ A\

1
sumbu lintang

i

Persamaan untuk as1mtot-asxmtotnya dapat dicari mclalm bentuk r rumus baku'

di atas, yaltu

atau

v
1
o
1

Dalam hal m = n, asimtot-asimtotnya akan saling tegak-lurus, sumbu lin-
tangnya tidak !agl sejajar dengan salah satu sumbu koordinat, hiperbolanya
disebut hiperbola samasisi (equilateral hyperbola) Contoh hiperbola samasisi,
dengan kata lain hiperbola yang asimtot-asimtotnya sejajar dengan. sumbu-
sumbu koordinat, diperlihatkan oleh gambar berikut,
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Y Yy
'S A
| e
>
|\ s
IN RS
s
—_—= AT = >X > X
7 | 0
// I
/ !
s [
|
v \ 4
(a) (b)

Gambar 7 — 7

Hiperbola samasisi pada Gambar 7-7(b) merupakan hiperbola samasisi"
khusus; asimtot-asimtotnya berimpit dengan sumbu-sumbu koordinat sehingga
titik pangkal O (0,0) merupakan pusat hiperbolanya. Hiperbola samasisi
semacam ini dikenal dengan sebutan hiperbola Fermat.

Contoh :

Tentukan pusat dan asimtot-asimtot dari hiperbola 16 x2— 9 y:—64 x +

18 y — 89 = 0. Tentukan juga perpotongannya pada masing-masing sumbu
koordinat.

16x2—64 x—9y2 4+ 18y =89

16x2 —64x+64—9y2 4+ 18y —9 =89 + 64 —9
16(x? —4x+4)—9(yz2—2y+ 1) = 144
16(x—2)2—9(y— 12 = 144 . 144

(x—2:_(y—1:_,
9 16
x—2)2__(y—1):
32 4?2

=1 =i=2 j=1

Pusat hiperbolanya adalah titik (2, 1). Karena persamaannya memenuhi rumus
baku(x— i)2/m2 — (y — j)2/n? = 1, berarti sumbu lintangnya sejajar dengan
sumbu -x, ' ’ ‘ '
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Asimtot-asimtotnya :

LR Sl ~X=2_ Y=t
m n 3 4
y—1=ii(x—2)
3
y=.ti(x—2)+1
3
4 5 4 11
yr=-——x_— yz_'—x+
3 3 3
Jkax=0, y=-1,67 Jikax =0, y=3,67
Jikay=0, x=125 Jikay =0, x=2,75

Perpotongan dengan sumbu-x: y =0 ,
16 x2 —64x—89 =0, diperblehx, = 5,09danx, = - 1,09.

Perpotongan dengan sumbu-y: x =0 |

9yz— 18y + 89 = 0, diperoleh y', = j}z = bilangan khayal.
Tidak terdapat'perpotongan deng_an sumbu -y,

Gambar hiperbolanya sengaja tidak disajikan di sini. Penulis serahkan
pada pembaca untuk mencoba sendiri menggambarkannya. Pertama-tama ten-
tukan koordinat titik pusatnya, lalu tarik asimtot-asimtotnya dan sumbu lin-
tangnya, kemudian tentukan titikpotong-titikpotongnya pada masing-masing
sumbu koordinat. Berdasarkan data ini anda dapat menggambarkan hiperbola
yang bersangkutan. Untuk mengetahui kebenaran pekerjaan, anda dapat
mengujinya melalui perpotongan antarasimtot. Jika titik potong asimtot-
asimtot sama dengan koordinat titik pusat hiperbola, berarti pekerjaan hitung-
hitungan anda benar. Jika tidak sama, berarti pekerjaan anda salah, Selamat
mencoba ! !

7.1.5 Parabola

Kini tiba saatnya kita membicarakan bentuk persamaan kuadrat yang pa-
ling penting dalam penerapan bisnis dan ekonomi, yakni parabola. Parabola
jialah tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama terhadap sebuah titik
fokus dan sebuah garis lurus yang disebut direktriks. Setiap parabola mem-
punyai sebuah sumbu simetri dan sebuabh titik ekstrim. Sumbu simetri parabola
dapat berupa garis yang sejajar dengan sumbu-vertikal-y atau berupa garis
yang sejajar dengan sumbu-horizontal-x. Titik ekstrim parabola tak lain ddalah
titik potong antara sumbu simetri dan parabola yang bersangkutan.
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. Letak titik ekstrim parabola mengandung empat kemungkinan, ‘tergan-
tung pada bentuk parabolanya. Apabila sumbu simetri parabola sejajar dengan
sumbu vertikal, letak titik ekstrimnya akan di atas jika parabolanya terbuka ke
bawah, atau di bawah jika parabolanya terbuka ke atas, Sedangkan bila sumbu
simetri parabola sejajar dengan sumbu horizontal, titik ekstrimnya akan
terletak di kiri jika parabolanya terbuka ke kanan, atau di kapan jika
parabolanya terbuka ke kiri. Perhatikan gambar parabola-parabola bérikut.

ya - y 't
sumbu simetri
rd
{
fokus [~ titik ekstrim
' |
direktriks
0 . ‘ > 0 . >
@ _ (b)

E E
ya ‘g y F 5
2 4
xy =

L) -E .5 v

g | . sumbu simetri sumbu simetri 'E

x _———— —_———— e — A

=18 g

O 5 X 0 5 X
- © @
Gambar 7 — 8

Secara umum persamaan sebuah parabola dapat dituliskan sebagai
ax? + by? + ex + dy + e = 0, di mana salah satu ¢ atau b (tetapi tidak ke-
duanya !) sama dengan nol. Mengingat terdapat parabola dengan sumbu
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simetri sejajar sumbu vertikal, dan parabola dengan sumbu simetri sejajar sum-
bu horizontal, maka terdapat dua macam bentuk umum yang lebih definitif un-
tuk persamaan suatu parabola. Dengan demikian, bentuk umum persamaan
parabola adalah : . : ' ’

y=ax? + bx + ¢ sumbu simetri // sumbu vertikal

atau

X - ay:+ by +c sumbn simetri // sumbu horizontal

di mana a #0

Untuk parabola dengan sumbu simetri // sumbu vertikal atau y = ax? +

bx + c, parabolanya terbuka ke bawah jika ¢ < 0 dan terbuka ke atas jika
-5 0. Sedangkan untitk parabola dengan sumbu simetri // sumbu Horizontal

"= ay? + by + ¢, parabolanya terbuka ke kanan jika a?__'p dan terbuka
ke kiri jika @ < 0. Mengingat bentuk parabola nya diterapkan

dafam-bisnis-dan-ekonomi adalah parabola jenis yang pertama(y = ax? + bx
+ ¢}, buku ini lebih mencurahkan perhatian pada parabola jenis tersebutl.

Titik ekstrim parabola (i, j)adalah : . :

(—b bz—4ac')
‘2a -4 a

di mana -b/2 a adalah jarak titik ekstrim dari sumbu-vertikal -y, sedangkan
(b2 — 4 ac)/ — 4 g adalah jarak titik ekstrim dari sumbu-horizontal -x. Titik
potong parabola dengan sumbu-sumbu koordinat dapat dicari dengan cara
serupa seperti halnya dalam kasus lingkaran, elips dan hiperbola. '

Contoh :

1) Tentukan titik ekstrim parabola y = -x?* 4+ 6 x — 2 dan perpotongannya
dengan sumbu-sumbu koordinat.

Y = -X* + 6 x — 2; parabolanya terbuka ke bawah karena a = -1 < 0, titik
ekstrimnya terletak di atas, berupa titik puncak. Koordinat titik puncak :

(. -b_ , bz_4a0) =( -6 , 36—3 ) =3, 7 .
2a _ -4a -2 4 - |
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Perpotongan dengan sumbu-y :x=0 —+y=-2
Perpotongan dengansumbu-x : y=0 - -x2 +6x—2=0
. L v diperoleh x| = 5,65; x, = 0,35

YA

y=-—-12+6x—2

. sumbu simetri

A

0] {035 5,63

Gambar7—9

. 2) Tentukan titik ekstrim parabolay = 2 x?2 — 8x + 5 dan perpotongannya
dengan sumbu-sumbu koordinat.

¥y = 2x*— 8x + 5; parabolanya terbuka ke atas sebab a = 20, titik ekstrim-
nya terletak di bawah, berupa titik nadir. Koordinat titik ekstrimnya :

( -b . b=—4ac) _ ( 8 , 64 — 40 ) -2 3
2a -4 q 4 B )

Untuk x = 0, y = 5 (perpotongan dengan sumbu vertikal)
Untuky =0, 2x?—8x+5=0 — x, = 3,225danx, = 0,775.
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7.2 FUNGSI KUBIK
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i
i
- . . 3 ) . B i
Fungsi kubik atau fungsi berderajat tiga ialah fungsi yang pangkat ter-
tinggi dari variabelnya adalah pangkat tiga. Bentuk umum persamaan fungsi
kubik : : L

;

y=a-+ bx + cx? + dx? d#-o-

Setiap fungsi kubik setidak-tidaknya mempunyai sebuah titik 'belok
(inflexion point), yaitu titik peralihan bentuk kurva dari cekung menjadi cem-
bung atau dari cembung menjadi cekung. Selain titik belok, sebuah fungsi
kubik mungkin pula mempunyai satu titik ekstrim (maksimum atau minimum)
atau dua titik ekstrim (maksimum dan minimum). Ada tidaknya titik ekstrim
dalam suatu fungsi kubik tergantung pada besarnya nilai-nilai &, ¢ dan d di
dalam persamaannya. Dengan demikian terdapat beberapa kemungkinan
mengenai bentuk kurva suatu fungsi kubik. Kemungkinan-kemungkinan
tersebut diperlihatkan oleh gambar-gambar berikut. |

y4 ybH N ‘:
ﬂ !
titik belok \ titik belok |

» X ' x X
0 0 :
@ . (b |
YA :

titik belok:

0 - —

(c)

l
I
x s
!

" Gambar 7-10
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- Gambar-gambar di atas memperlihatkan fungsi-fungsi kubik yang hanya
mempunyai titik belok, tanpa titik ekstrim. Gambar 7—I1! di bawah
memperlihatkan fungsi-fungsi kubik yang mempunyai titik ekstrim.

maksimum . maksimum
titik belok titik belok

minimum minimum

(a) ) : o '(b)_

Gambar 7— 11

Cara mencari koordinat-koordinat titik maksimum dan titik minimum ser-
ta titik belok dari suatu fungsi kubik akan diterangkan tersendiri pada bab ten-
tang diferensial (Bab 9, lihat Seksi 9.5.3.).

Latihan ‘Fungsi Non-Linear

1. Hitunglah harga-harga y dari persamaan-persamaan berikut :
(a) y=32—4x+ x?untukx =3
) y =20—5x—3x2 + xuntuk x = -2
©@3y=2T+x—x2untukx =6
d) Vy=6—6x+ 2xVYxuntukx =9

2. Hitunglah harga-harga x dari persamaan-persamaan berikut : ‘

(a) x2—8x+16=0

DM 3x2—12x+9=0

() 3xVx—8l =0

@ Lxy_16=0

4

3. Tentukan titik potong dari pasangan persamaan-persamaan berikut :
@ y=39—3x2dany =(x+ 2)?
by y=-3x2+48dany = x? + 4x
(c}) y=-2x*—8x+ 64dany = 5x2 + 10x

(d) x=-2y:—8y+96danx =4y2 + 10y
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4. Jelaskan bagaimana bentuk kurva- dari persamaan-persamaan kuadrat
berikut (lingkaran, elips, hiperbola ataukah parabola)
(a) xt— 3y:—2x+2y+9=0.
b)yx2+3y2—2x+2y—9=0
(©2x2 +2y2+2x—2y—9=0
(d2x2+2x—2y+9=0

5. Bagaimana pula bentuk kurva darji persamaan-persamaan di bawah ini ?
(@ x2—S5x—y=0
(b) x2 + y2—-25=0
©)x24+y2=0
(dx2+3y2=0

6. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran :
(@ 2x2+2y?+ 16x—4y—38=0
(b) x2 + y* —8x—8y—4'=0
(©3x2—3y2—24x+12y—60=20
() x*+ y2 + 8x—my + 16 = 0,dimanam = 0

7. Tentukan pusat serta jari-jari panjang dan j jarl-_]an pendek elips :
(@ x2+4y2=100 . ‘ '
() 9x2 + 4y2—36x-—24y + 36 = 0
(©x2+4y2+8x—16y—4=0"
(dx2+4y2+8x—16y+32=0

8. Tentukan pusat dan asimtot-asimtot hiperbola :_
@ x?T—y?—4%x+6y—6=0 '
(b) 9x2—d4y2—18x+8y—31 =0
(©) 9x? +4y:+ 36x—24y—36=0
(d) x2—y2—4=0

_9. Tentukan titik ekstrim dan keterbukaan parabola :
(a)y-3x2—30x+77 .
By y=-5x2+30x—135
©x=y2—12y+ 38
(d) x=-2y2+24y—60 .
10. Tentukan titik potang antara parabola y = x? — 4 x + 3 dan parabola
y=-x*+4 x—, 3.
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7.3 PENERAPAN EKONOMI

7.3.1 Permintaan, Penawaran dan Keseimbangan Pasar

Selain berbentuk fungsi linear, permintaan dan penawaran dapat pula
berbentuk fungsi non-linear. Fungsi permintaan dan fungsi penawaran yang
kuadratik dapat berupa potongan lingkaran, potongan elips, potongan hiper-
bola maupun potongan parabola. Cara menganalisis keseimbangan pasar untuk
permintaan dan penawaran yang non-linear sama seperti halnya dalam kasus
yang linear. Keseimbangan pasar ditunjukkan oleh kesamaan Q, = Q, pada
perpotongan antara kurva permintaan dan kurva-penawaran.

P4

Keseimbangan pasar

4 * jumlah pérmintaan

: jumlah penawaran

o titik keseimbangan

: harga keseimbangan
s jumiah keseimbangan

Qv R

Gambar 7—-12

Analisis pengaruh pajak dan subsidi terhadap keseimbangan pasar juga
-sama seperti pada kondisi linear. Pajak atau,subsidi menyebabkan harga jual
yang ditawarkan oleh produsen berubah, lerc'en‘nin oleh berubahnya persa-
maan penawaran, sehingga harga keseimbangan dan jumlah keseimbangan
yang tercipta di pasar pun berubah. Pajak menyebabkan harga keseimbangan
menjadi lebih tinggi .dan . jumlah keseimbangan menjadi lebih sedikit.
Seb'éliknya,' “subsidi menyebabkan harga keseimbangan menjadi lebih rendah
dan jumlah keseimbangan menjadi lebih banyak.

Kasus 23

Fungsi permintaan akan suatu barang ditunjukkan oleh ﬁersamaan Q =
19 — P2 sedangkan penawarannya Q. = -8 + 2 P2, Berapa harga keseim-
bangan dan jumlah keseimbangan yang tercipta di pasar ? -
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Keseimbanganpasar : Q,=Q, R N
. Y o Co -_‘.— 19 — p? =‘_8+2P1 ] l A .4._ ot
Coven  2T=3P% . Pu=9,2P .='3' SRR R
: . T Q=19—P1=19—37=10
W e Jadl P, = 3dan:Q.= 10 e

P
‘n’.- Lt Ve v TELTY ' [P

: Jlka mlsalnya terhadap barang yang' bersangkutan dlkenakanipajakﬂ -
‘o vspesd'lk sebesar 1.(rupiah).per unit," maka- persamaan penawaran sesudah
pengenaan pajak menjadl L es o L. : e i

(- . ‘.._f‘ -
v, 1'1"_ i- TR : - .

Q’ =-8+2(P—l) =-s+2u==—-2p+ l)—-6—4P+ 2P

Keseimbangan pasar yang_ baru : Q,=0'
C 19— Pr= 64 P+ 2P :
3IP2—4P-25=0 ' ' '
dengan rumus abc diperoleh P, = 3,63 dan P, = - 2,30, P tldak dlpakal
. .karena,harga negatif adalah trrasmnal '

. Dengan memasukkan P = 3,63 ke dalam persamaan Q, atau’ persamaan -
~ Q' diperoleh Q = 5,82.~ o

‘Jadl dengan adanya pajak : P’, = =3, 63 dan Q. = 5 82. -

Selanjutnya dapat dlhltung beban pajak yang memadl tanggungan konsumen
"dan produsen per unit harang, serta ]umlah pajak yang dlterlma oleh pel merin-
tah masmg-masmg T

Y K= PP 2363—3=06 N
- "'tp_r—rk—1—063_037 '
T=0Q'xt=58x1 =582

.-
-

7 3 2 Fungsn Blaya

- i
4 . P : - rdme gt [P b,
- L LR = . i e 5

-Selain - pengernan biaya tetap. blaya varlabel dan b:aya tota] dalam

konsep biaya dikenal pula’ pengertian blaya rata-rata (average cost) dan| biaya
“marjinal (marginal cost). Biaya rata-rata ialah blaya ‘yang dxkeluarkan untuk

. menghasilkan tiap unit-produk atau Keluaran, merupakan hasilbagi blaya total

- ~terhadap jumlah keluaranyang dlhasﬂkan Adapun biaya mar_unal lalathlaya
tambahan yang d:keluarkan untuk menghas:lkan satu umt tambahan produk
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Biaya tetap  FC =%k (k : konstanta)
Biaya variabel : VC = f(Q) ,
Biaya total :C=FC+ VC=k+ fIO) = c(Q)
Biaya tetap rata-rata : AFC - fC
Biaya variabel rata-rata t AVC = E
Biaya rata-rata T AC = —g— = AFC + AVC
Biaya marjinal : MC = &€

AQ

Dalam buku ini setiap perkataan ’biaya tetap’ dan ’biaya variabel
maksudnya adalah-’biaya tetap total’ dan ’biaya variabel total’, Begitu pula
setiap perkataan ’biaya’ maksudnya adalah!’biaya total’. Dengan demikian
setiap penulisan FC, VC dan C (di buku ini) sama maknanya dengan TFC,
TVC dan TC(di buku-buku lain). Untuk menyatakan rata-rata senantiasa
dicantumkan inisial 4 (average = rata-rata) seperti AFC, AVC dan AC.
Sedangkan untuk menyatakan marjinal, buku ini senantiasa akan mencan-
tumkan inisial M (marginal = marjinal), misalnya MC.

" Bentuk non-linear dari fungsi biaya pada umumnya berupa fungsi kuadrat
parabolik dan fungsi kubik. Hubungan antara biaya total dan bagian-
bagiannya secara grafik dapat dilihat sebagai berikut :

(a) Biaya total merupakan fungsi kuadrat parabolik

Andaikan C = aQ*— bQ + ¢

Vo
vC FC

maka :

AC=C/Q=aQ—b+ c/Q
AVC = VC/Q = aQ— b
AFC = FC/Q = ¢/Q

Perhatikan bahwa baik biaya total (C) maupun biaya vanabel (VC) sama-sama
berbéntuk parabola. Perbedaan antara keduanya terletak pada konstanta c,
yang mencerminkan biaya tetap (FC). Secara grafik, kurva C dan kurva VC
adalah sebangun, dengan perbedaan sejarak c.
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T L,CA

@ S o

Gambar 7—13 .

.Karena .C dan VC ;berbentuk parabola maka, .dengan ;memanfaatkan
rumus titik ekstrim. parabola, dapat dihitung tingkat produksi (Q) pada (o
minimum dan VC minimum:serta besarnya C minimum-dan VC mmlmumnya

- € dan VC yang berbentuk parabéla membawa korisekuensi-AC dan AVC
berbentuk linear; sementara AFC asimtotik terhadap kedua sumbu C dan sume
bu Q, sebab FC linear. Perhatikan Gambar. 7--13(a),.C ‘minimum dan Ve

- »minimum terjadi pada posisi-Q yang sama, tetap1 C minimum itu:sendiri tidak

. sama dengan ¥C minimum. Hanya jika FC =¢ = 0 maka C minimum = VC
. minimum, Selan]utnya perhatlkan Gambar 7—13(b), AC = AFC pada posns:

lemanaAVC—O . I ) - :

(b) Blaya total merupakan fungm kublk et x S i‘

Andalkan C= aQJ bQ2+cQ+d RS ST
. ~ a ] .
'vc . FC
maka :

TAC=c/Q =aQ*—bQ + ¢ + d/Q
© AVC = VC/Q = aQ?—bQ + ¢
AFC = FC/Q =d/Q '~

‘Biayaf total i:erfungéi kubik seperti di afas ‘seialu membuahkan A|C dan
AVC berbentuk parabola terbuka ke atas..Sedangkan AFC tetap asnmtotlk
. terhadap sumbu C dan sumbu 0, sebab FC selalu berupa konstanta yang kur-

-
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vanya sejajar sumbu Q Perhankan Gambar 7-—14(b), AC minimum dan 4 VC
.minimum juga terjadi pada kedudukan [o] yang sama, perbedaan di antara ke-
duanya adalah sebesar AFC.- - S L -

v

LU i T L g i
H oo PRI -, -t .
PRt T ;(a)’ T a T P TRE Ny RN * (b)
R L. - - L ','_,' A .

. _
1 o r <l TR ] cToe? - N
Gambar 7—14" . - 7. -
A SR TS PR L B

_'Kasus 24

- Biaya total yang. dlkeluarkan oleh sébuah perusahaan dltunjukkan oleh
persamaan C =" 2Q?--24 Q + 102. Pada'tingkat produksi berapa unit b:aya

-~ total'ini minimum ? Hitunglah besarnya-biayd total minimum tersebut. “Hitung
-~ 'pulabesarnya'biaya tetap, biaya variabel, biaya rata-rata, ‘biaya tetap rata-rata

*-" dan biaya ‘variabel rata-rata pada'tingkat’ produksi tadi. Seandainya dari
- kedudukan ini produk51 dmalkkan dcngan 1 uhit, berapa besarnya bxaya mar-.

~» jinal T ’

Berdasarkan .rumus titik ekstnm parabola, C mmlmum terjadi ‘pada

kedudukanQ-. LA 24 = 6;umt

2a 4

Besarnya C minimum = 2 Q2 249 + 102
=20 — 24(6)+102-—3o

[c mlmmum dapat juga dlcan dengan rumus ordinat tltlk ekstrim parabola,
L yaitu (b2 —4 ac)/ — 4 a; hasilnya Crmmmum = (242 — 4x2x 102)/— 4x2
= - 240/ - 8 = 30, tidak berbeda ]. S .

- I ! L '
“g ;.-.. ' [ ..‘

[N 1 . . '._ F.)'.

Selanjutnya, padaQ 61m F ,
' Fc=102. . o .
VC 2Q2 24Q 2(6)= 24(6) —.-72 R _-.i L
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7.3.3 Fungsi Penerimaan

likaQ =7, C=2(7)2—247) + 102 = 32

]

Dumairy, Matematika Terapan untuk Bisnis dan Ekonomi
!
:
AC=C/Q =30/6=5
AFC = FC/Q ='102/6 = 17
AVC = VC/Q = -72/6 = - 12

Mc- AC _ 2-30 _,

AQ 7—6

Berarti untuk menaikkan pi‘oduksi dari 6 unit menjadi 7 unit diperlukan biaya
tambahan (biaya marjinal) sebesar 2.

|
L
|
|
!
|

Bentuk fungsi penerimaan total (fotal revenue, R) yang non-linear pada
umumnya berupa sebuah - persamaan parabola terbuka ke bawah. Ini
merupakan bentuk fungsi penerimaan yang lazim dihadapi oleh seorang pro-
dusen yang beroperasi di pasar monopoli. Sedangkan fungsi penerimaant total
yang linear, sebagaimana dikenalkan pada Seksi 6.5.6 di depan, merupakan
fungsi penerimaan yang dihadapi oleh seorang produsen yang beropera51 di
pasar persaingan sempurna. :

Penerimaan total merupakan fungsi dari jumlah barang, juga merupakan
hasilkali jumlah barang dengan harga barang per unit. Seperti halnya dalam
konsep biaya, dalam konsep penerimaan pun dikenal pengertian rata-rata dan
marjinal. Penerimaan rata-rata (average revenue, AR)ialah penerimaan:yang
diperoleh- per unit barang, merupakan hasilbagi penerimaan total terhadap
jumlah barang. Penerimaan marjinal (marginal revenue, MR) ialah penerimaan
tambahan yang dlperoleh dari setiap tambahan satu unit barang Yyang
dihasilkan atau terjual.

Penerimaan total I R=0xP =/ :
Penerimaan rata-rata ! AR = i !
0 .
. ' )
* Penerimaan marjinal MR = A_R . |
.o . o - ' :

Mengingat R = Q x P atau P = R/(Q, sedangkan AR = R/Q, berarn
penerimaan rata-rata (AR) tak lain adalah harga barang per unit (#), Sécara
grafik, kurva AR adalah juga kurva permintaan dalam bentuk P = ‘g

!
!
|
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- Kasus 2§ . .

Fungsi permintaan yang dihadapi oleh seorang produsen monopolis ditun-
jukkan oleh P = 900 — 1,5 Q. Bagaimana persamaan penerimaan totalnya ?
Berapa besarnya penerimaan total jika terjual barang sebanyak 200 unit, dan
berapa harga jual per unit ? Hitunglah penerimaan marjinal dari penjualan
sebanyak 200 unit menjadi 250 unit. Tentukan tingkat penjualan yang
menghasilkan penerimaan. total maksimum, dan besarnya penerimaan total
maksimum tersebut. '

P=9%0—15Q - R= OxP=9000—1,5Q*
. Jika Q = 200, R = 900(200) — 1,5(200) = 120.000
P = 900 — 1,5(200) = 600
atau P = R/Q = 120.000/200 = 600

Jika Q = 250, R = 900(250) — 1,5(250) = 131.250
AR _ 131.250 — 120.000 _
AQ 250 — 200

MR = 225

R=-1502+9000Q _
R maksimum pada Q = -b/2 ¢ = - 900/- 3 = 300"
Besarnya R maksimum = - 1,5(300) 2 + 900(300) = 135.000

R (ribuan)
A

8BS
120f-——- ———— —_

100}
80+

40

200

|
m-—.-——-—_.__-...._....l.-._.-.

= > () (ratusan)
4 5 6

Gambar7—15
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* Dalam membentuk fungsi penerimaan melalui fungsi permintaan, persa-

‘maan permintaannya harus dalam bentuk P = f(Q). Jika persamaan permm-

" 777 tadn berbentuk Q = j(P) maka’ harus dlbahk duly’ ‘menjadi bentuk P = f(Q).
© 7 méngingat penenmaan merupakan fungs1 dari jurlah barang [R , r(Q)] dan
e ._bukan fungs1 dan harga [bukanR r(P)] o . 1 :

'}

PR
- T "ﬁ <
R f— g . =

\'.
ls-’. H ".‘,' ﬂ -

1 3.4 Keuntungan, Kérngian dan Pulang—Pokok

TR

L
e
1.
! ]
Tingkat produks: yang menghas:lkan keuntungan, kerugla_n dan keadaan‘
pulang-pokok secara grafik dapat dlhhat sebaga: berlkut "

P
- LI h o el [ "5" &

PV L
:

.......

ot

L
>
-
- ‘ "
e i e ey o e e s S
.

**litik pulang-pokok :(ﬁreak-‘eveh point)

. -~ . N '
! :
—— e e e

Tingkat produksi. Q, dan Q, mencerminkan keéadaan pulang pokok, sebab

. penerimaan total sama dengan pengeluaran (biaya) total, R = C. Area di

sebelah kiri Q- dan di sebelah kanan Q , mencerminkan keadaan rugl, sebab’

penerimaan total lebih kecil daripada pengeluaran total, R <C. Sedangkan-

‘ _- area.di antara. Q dan @, mencerminkan keadaan untung, sebab penerimaan

’ total lebih besar danpada pengeluaran total R > C. Tingkat produksi O,

mencerminkan tingkat produkm yang memberikan penerimaan total
maksimum. -

——— R
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Besar kecilnya keuntungan dicerminkan. oleh besar kécilnya selisih positif
antara R dan C. Secara grafik, hal ini ditunjukkan oleh jarak antara kurva R
dan kurva C. Semakin lebar jarak positif tersebut semakin besar keunttingan
yang diperoleh.- Jarak positif terlebar antara kurva R dan kurva C terjadi pada
posisi di mana lereng (slope) dari kedua kurva itu sama besar, dan ini mencer-
minkan keuntungan terbesar atau maksimum. Dalam Gambar 7-16 di atas, hal
ini terjadi pada kdudukan Q ,i lereng kurva R dan kurva C pada tingkat pro-
duksi ini sama besar (perhatikan : garis-garis singgung yang ditarik pada kedua
kurva tersebut sejajar). ’ '

Satu hal yang penting dicatat ialah bahwa jarak positif terlebar antara kur-
va R dan kurva C tidak selalu terjadi pada saat kurva R mencapai maksimum,
juga tidak mesti terjadi pada saat kurva C mencapai minimum. Dalam gam-
bar di atas; R mencapai maksimum pada Q ,sedangkan jarak positif ter-
lebar antara R dan C terjadi pada Q ,. Ini berarti keuntungan maksimumti-
dak selalu terjadi pada saat R maksimum atau C minimum. Dengan per-
kataan lain, R maksimum atau C minimum tidak selalu menghasilkan keun-
tungan maksimum. :

Kasus 26

Penerimaan total yang diperoleh sebuah perusahaan ditunjukkan oleh
persamaan R = - 0,10 Q2 + 20 Q, sedangkan biaya total yang dikeluarkan
C=0250%--3Q7 + 7 Q+ 20. Hitunglah profit perusahaan ini jika dihasil
kan dan terjual barang sebanyak 10 dan 20 unit. :

T=R—C=-0,100:+200—0250"+3Q0:—70—20
- m=-025Q°+290+ 130 —20 L
Q=10 = = -0,25(1000) + 2,90(100) + 13(10)-— 20
= -250 + 290 + 130 — 20 = 150 (keuntungan)
Q - 0,25(8000) + 2,90(400) + 13(20) — 20 -

I

2]

[ =]
o
=
o

- 2000 + 1160 + 260 — 20 = - 600 (kerugian).

7.3.5 Fungsi Utilitas 9

Fungsi util_itaslmenjcldékaﬁ 'besarnya_ utilitas (kepuasan, .kegunaap) yang
diperoleh . seseorang dari mengkonsumsikan suatu barang atdu. jasa. Pada
umumnya semakin banyak jumlah suatu. barang dikonsumsi semakin besar

. L

*} Istilah wtilitas di sini merupakan serapan dari kata "utility” dalam bahasa lnggri_s.’yang dapat berarti
kepuasan atau kegunaan. -
: . ‘ N 1
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*. utilitas..yang dlperoleh kemudian mencapal ;puncaknya (titik. jéenuh) pada
. jumlah konsumsi tertentu, sesudah itu justru.menjadi: berkurang atau .bahkan’
,negatlf bila jumlah barang yang dlkonsumm terus menerus dltambah 1] :

Utlhtas total mempakan fungs: dan Jumlah barang yang dlkonsum51 Per-
samaan utllltas total (tatal um'tty, U) dari. mengkonsum31kan suatu; jenis

A barang berupa fungs1 kuadrat parabolik, dengan kurva berbentuk parabola ter-

o yang dlperoleh dari setiap tambahan satu unit barang yang dxkonsumsx
-UA ] o . , ,
ok
AT - T ‘ . )
B : . - - Utilitas total :
’ P U =)
:_ U=R0O) ~ Utilitas mar_]mal Ir
’ : -\ - MU = A Ui
et , = vl L C AQl
0 — > Q0 ] o
. : . '

7.3.6 Fungsi Produksi

buka ke bawah. Utilitas mar]mal (marginal utility,. MU )ialah utilitas. tambahan

‘Gambar -1—17
Utilitas total mencapai puncaknya ketika utll:tas marjinal nol, dan berkurang
ketika. utilitas marjinal neganf - '

»~
g Ay
’

Bentuk fungsi produk total (rotal product, P) yang non-linear pada
umumnya berupa sebuah persamaan kubik yang mémpunyai titik belok ‘dan
sebuabh titik puncak. Produk total. merupakan fungsi dari jumlah masukan (in-

" put, faktor produksi) yang dxgunakan Dalam konsep produksn juga dikenal

" ‘pengertian- rata-rata dari‘marjinal, Produk rata-rata (average producl, IAP)

yang dlhasxlkan dari setlap tambahan. satu unit masukan yang dlgunakan.

‘jalah juinlah keludran atau produk yang dlhasﬂkan dari setiap init masukan
* yang digiinakan, merupakan-hasilbagi produk total terhadap jumlah masukan

Sedanigkan produk marjinal (marginal product, MP) ialah produk tambahan

-*Jika dalam - suatu " kegiatan produksi dianggap’ hanya terdapat [satu
masukan variabel, katakanlah X, sementara masukan-masukan lainnya
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merupakan masukan tetap, maka fungsi produksinya dapat dinyatakan dengan
notasi P = A(X).

Produk total Tt P=f(X) - N ’
Produk rata-rata  : AP = _P_
Produk marijinal r MP = AP

TAX

Secara grafik, kurva produk total P mencapai puncaknya tepat ketika kur-
va produk marjinal MP = 0. Sedangkan MP mencapai puncaknya tepat pada
posisi titik belok kurva P. Di samping itu, kurva MP memotong kurva A P pada
posisi maksimum AP. Penjelasan mengenai hal ini dapat dilihat pada Seksi
9.6.5 dan Seksi 9.6.11 di dalam Bab 9,

P/\ - . oL !

Gambar 7T—18

Kasus 27

Fungsi produksi yang dihadapi oleh seorang produsen ditunjukkan oleh
P = 9 X — X3, Bentuklah persamaan produk rata-ratanya serta hitungiah
produk total dan produk rata-rata tersebut jika-digunakan masukan sebanyak
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6 unit. Berapa produk marjinalnya jiké masukan yang digunakan dit.émbah
1 unit ? ’

P=9X:— X' » AP =P/X =9X— X2

Untuk X =6 — P=96):—(6)* = 108
AP = 9(6) — (6): =108/6 = 18

JkaX=7 ‘= P=97N:—(7): =98
' AP _ 98— 108
AX 7—6

MP = = -.10

Produk marjinal negatif berarti masukan tambahan yang digunakan justru
mengurangi hasil produksi. o - -}

1.3.7 Kurva Transformasi Produk - . ' |
Kurva transformasi produk (product transformation curve) ialah kurva

yang menunjukkan pilihan kombinasi jumlah produksi dua macam barang
dengan menggunakan masukan yang sama sejumlah tertentu. Kurva ini dikenal

juga dengan sebutan kurva kemungkinan produksi ( production possibility
curve). Kurva transformasi produk yang kuadratik dapat berupa potongan-
potongan lingkaran, elips, hiperbola maupun potongan parabola.

3

¥4 YA ¢
- -
- s
- %
/ /
/. /.
/ /
‘ 0 ' > x | O l I‘- ‘
J |
\- / \ /
\ 4 \ /
N s N /
™~ —~ ~
(1) . (b)
Kurva transformasi produk Kurva transl'urmusi.produl»:
berupa potongan lingkaran berupa potongaun elips

Gambar 7—19
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-

Pada gambar di atas, X dan y masing-masing melambangkan jumlah pro- '

. duk X dan jumlah produk Y. Karena kurva transformasi produk mencer-

minkan pilihan kombinasi produksi, maka penambahan jumlah produk yang
satu akan mengurangi jumlah produk yang lain. Patut dicatat : kurva transfor-
masi produk dapat pula berupa garis lurus berlereng negatif.

Kasus 28 . ' - ) : : ,

Sebuah-pabrik yang menggunakan bahan baku kulit menghasilkan sepatu
dan tas, Kurva transformasi produk yang dihadapinya ditunjukkan oleh persa-
maand4s? + 6,25 12 = 40.000. Berapa pasang sepatu dan berapa buah tas pa-
ling banyak dapat diproduksi ? Berapa pasang sepatu dapat dibuat jika pabrik
ini memproduksi 60 buah tas ?

Jumlah sepatu terbanyak yang dapat dibuat adalah jika pabrik tidak mem-
produksi tas (¢ = 0}.Dengan perkataan lain, seluruh kulit yang tersedia (40.000
unit) dialokasikan untuk membuat sepatu.

t =0 — 452 = 40.000, $2=10000 5= 100pasang.

Jumlah tas terbanyak dapat dibuat :
s=0+6,25r2 = 40.000, 2 =6.400, ¢ = 80 buah

t/[. ]
80
Jika f = 60, : D (66; 60)
4 52 = 40.000 — 6,25 (60)?
452 =17.500
52 = 4,375
5 = 66,14 = 66 pasang
0 > 5

100

Gambar 7—20

7.3.8 Model Distribusi Pendapatan Pareto

Menurut Vilfredo Pareto, jumlah penduduk dari suatu populasi ¢ yang
berpendapatan melebihi x adalah :
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. o I

1

* di mana.b-merupakan suatu parainéter atait besaran populasi tertentu, ‘pada
. ‘umumnya berkisar 1,5 Kecuali ditentukan lain, nilai = 1,5 Model distribusi
* pendapatan versi Pareto 'ini ‘mencerminkan sebuah. hiperbola samasisi untuk

~

" rentang 0 <N < 4 dan’ 0 <x <pendapatan maksimum dalam’ populasi.

Karena model ini diterapkan - secara universal, vafiabel"p'e"ridapa;tan"x )
dinyatakan dalam mata uang yang umum digunakan oleh negara-negara di

" seluruh dunia, yakni dollar Arnerika Serikat (US $). Dengan demikian untuk . -

. .. diterapkan pada kasus ‘[ndonesia.ipgndapatan dalam rupiah: harus-dikonver-

+*,"sikan dulu ke daldm satuan US $., © t . .
P B _b X ,!7:._, L oE LY o0 . R !‘ ¥
e v N e HON A R L B
A N ) ' : Co A - " ' Ie b %
i A f nh N .‘; ot / N II
= L i i 1 )
[P A
é E YE g H f
2§} . a; populasitotal.
§. a b : parameter populast
5 g x :-batas pendapatan tertentu
- g_ ‘ N : bagian dari populasi yang
S8 ' berpendapatan melebihi x
v ’ ‘- !
- LI . [ - ;
- : — . ! — ":_._._.) x
0 Pendapatan (US§) .
¥ o - , !
., Gambar 7--21 ' i
- Kasus 29 - g

Hitunglah berapa dari 8 juta penduduk DK Jakarta yang berpendai:atan
melebihi Rp 800 ribu. Berapa orang yang berpendapatan antara !lp-480 rib}J dan
Rp 640 ribu ? (Kurs yang berlaku US§'I = Rp 2.000,00).

x = Rp 800.000,00 = US $ 400

N'= 8:000.000-_ 8.000.000._ ya0g ora
(400) 2 8.000 Moo

x = Rp 480.000,00 = US § 240
N 8.000.000 _ 8.000.000
(4002 3.718

= 2152 orang .
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= Rp640.000,00:= US$320 - .. . - - o e ie L,
N — 8:000.000 _ 8.000.000 '

= 1398 orang
(320) 3~ 'S, 724 '

Jadl. terdapat 1000 orang yang berpendapatan melebihi Rp 800 ribu.
Seédangkan penduduk yang berpendapatan antara’ Rp 480 ribu dan Rp 640 ribu
ada 754 orang (angka—angka d1 belakang koma dalam perhltungan ini
dlbulatkan) T . .

Ty -

7.4 FUNGSI EKSPONENSIAL ' |
-Fungsi eksponen'sial ialah fungsi dari suatu konstanta berpangkat variabel
bebas. Bentuk fungsi eksponensial yang paling sederhana adalah :

y=n+ _ A >0

Kurvany.l terletak di kuadran-kuadran atas. (kuadran l dan kuadran II) pada
sistem koordinat. Dalam hal 0 <n <1, kurva dari y = n~ bergerak menurun
dari kiri ke kanan (monotonically decreasing), serta asimtotik terhadap sumbu
-x dan memotong sumbu -y pada (0,1). Dalam hal n > 1, kurvadariy = n~
bergerak menaik dari: kiri ke kanan (monotonically increasing), juga asimtotik
terhadap sumbu -x dan memotong sumbu -y pada (0, l) Jika n = 1, kurvanya
akan berupa gans lurus sejajar sumbu -x.

Kurva eksponensial y - n*

A
\
A

(a) O<n< T S (b) >l |

Gambar 7—22
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- Bentuk fungsi éksponensial yang lebih umum adalah ;. °

b e e

4“1 L N *
oy Lot e A . -

n#0
k, ¢ : konstanta

L

'y = nex 4 ¢ -

- ] N - . — —

Kurvanya asimtotik terhadap garis ¥y = c. Mengingat bentuk ini 'mengaﬁdung
bilangan e maka pengetahuan tentang konsep logaritma, khususnya logaritma
" Napier yang berbasis e, sangat diperlukan untuk menyelesaikan persamaan

eksponensial semacam ini. Kurva dari y = ne* + cuntuk nilai-nilai n, kfdan c

‘tertentu dapat dilihat pada Gambar 7-23 dan Gambar 7245 0 % oy
. , i
. e ' - - B + re ' 1
Kurva eksponensial y = ne* + cuntuk.n> 0 A
' ' |
} .

!
. o
t
i
[ ]
i

g > X

. ‘o (R
. k 4 . . . L 4

+ . (a) jika k>0, c20 . ' © (D) Jika k<0, ¢20 o

¥
A

(d) k<0, c<0, [cl<h

KS

w
[
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~
o

&
[=]

V

L]

b
(=3

v

-

—_———— e e - — _____\.:'_‘“:._
y=c Y=<
v . - N

(e) k>0, c<0, |¢|>n () £<0, ¢20, le[>n

Gambar 7 -23

Kurva eksponensial y = ne* + c untuk n <0

/

i) \" 4/ o
J .

y v
(a) £>0, ¢>0, ex|a| (b) k<0, ¢>0, c3)n]

/
\
Jn

\ v :
(c) k>0, c>0, c<|n| (d) k<0, >0, c<|n|
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'

y y
4 Jr
< 0 =Yoo« 0 *
1 T T ¢ T-'c___'-/".-:—-_:_'
‘\ /’
(e) jika k>0, c<0 () jika &<0, c<0

Gamhar 7—24

1 Titik Cpotong kurva eksponensial y-= ne * + ¢ pada sumbu- x ialah

(— In} — |, 0), sedangkan pada sumbu -y ialah (0, n + c¢). Hal ini berlaku
k n

umum untuk ke-12 panel pada Gambar 7-23 dan Gambar 7-24.

Contoh :

1) Tentukan titik potong kurva eksponensial y = 2 e %5 — 4 pada masing-
masing sumbu dan hitunglah £ (3)
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Y
1\
y = 260.5%x _ 4
5t = (3:496)
41 | -
3l |
2 ]
i
1t I
1 2 3 4
S s H — X
0
3 : (1,39; 0
©:-2) '
/ )‘ = —4
)

(Gambar 7—25

Padasumbu-x: y =0

! 2e0.51 = 4
- eD.S} =2

lneost = In2

‘0,5xIne=1In2 (ne=1)

0,5 x = 0,69

x = 1,39 ‘
Titik potongnya : (1,39; 0)
Pada sumbu-y: x =0
y= 2etsy — 4 -
y=2e0—4

y=2—4=-2
Titik potongnya : (0; - 2)

Untuk x.= 3,
y=2e's—4
y = 2(4,48) — 4
y =496

[Bandingkan kurva pada Gambar 7-25 ini dengan kurva pada Gambar

7-23(e) di depan)].

2) Tentukan titik potong kurva eksponensial y = -3 e2* + 6 pada masing-

masing sumbu dan hitunglah 1 (4).

Untuk y = 0, 3e2r =6, 2xlne=In2, 2x=069 *x= 0,35
Untuk x = 0, y=-3e°+6=-3+6=3

Jikax =4, y=-3e* + 6 = -3(2980,96) + 6 = - 8936,87

[Pola kurvanya seperti kurva pada Gambar 7-24(a); dengan asimtot y = 6,
memotong sumbu -x pada (0,35; 0) dan memotong sumbu -y pada (0; 3)].

7.5 FUNGSI LOGARITMIK

Fungsi logaritmik merupakan kebalikan dari fungsi eksponensial, variabel
bebasnya merupakan bilangan logaritma. Bentuk fungsi logaritmik yang paling

sederhana adalah : -
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y:nlogx n> Odanneél

Kurvanya terletak di kuadran-kuadran kanan (kuadran I dan kuadran V) pada
sistem koordinat. Dalam hal 0 <n <1, kurva dari ¥ = 7 log x bergerak
menurun dari kiri ke kanan, asimtotik terhadap sumbu -y dan memotong sums-
bu -x pada (1, 0). Dalam hal » > I, kurvanya bergerak menaik dari kiri ke
kanan, juga asimtotik terhadap sun:bu -y dan memotong sumbu -x pada (1, 0).
Besar kecilnya nilai n menentukan kelengkungan kurvanya. Perhatikan Gam-
bar 7-26, kemudian bandingkan dengan Gambar 7-22 sebelumnya.

Karenay = nxdany = rlogx merupakan fungsi-fungsi yang berkebalikan
maka, dengan saling menukarkan sumbu-sumbu koordinat; gambar dari'salah
satu fungsi tersebut merupakan gambar dari fungsi lainnya. Jika Gambar 7-22
diputar 90° searah putaran jarum jam, hasilnya akan mirip dengan Gambar
7-26.

Kurva logaritmik y = log x -

y . b4
A A nw2
al=7
i LR=9
1,0
< > x _ < > x
0 . 0 (1,0
n -0,‘3
n =06 ’ Co :
v n=038 . v
(a) O<n<l ' - (b) n>1

Gambar 7—'26

Bentuk fungsi logaritmik yang lebih umum adalah :

y=aln(l+x)+b x> -1
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Kurvanya terletak di sebelah kanan dan asimtotik terhadap garis x = - 1, Un-
tuk nilai-nilai @ dan b tertentu, kurva dari fungsi logaritmik ini dapat dilihat
pada .Gambar 7-27. Perpotongannya dengan masing-masing sumbu dapat
dicari sebagai berikut. '

Perpotongan dengan sumbu-x: y = 0

aln{l +x)=-5 e o —1>0 jika£<0
B ' a

In(l + x)=-b/a . ewa—1=0 jikal =0
} aq

(1 + X} = ¢ th emw_1<0 jikal >0
J a

X = e-ag ]

Dengan demikian, e:te — 1> 0

jlkkaa> 0,b> 0 . . . [Gambar 7-27(a)]

atau a <0, ¥ <0 - . [Gambar 7-27(d)]

e-mo —1<0 | -

jikaa> 0,5<0 - [Gambar 7-27(c)]
.ataue<0, 56> 0 ., [Gambar 7-27(b)}

Perpotongan dengan sumbu-y: x =0
y=aln(l+0+b=alnl+b=a@@+b=>b

N Kurva Ic;garitmik y=aln(l+x)+ b
y ¥
A A

T S )

i

ol ©. 5) " @, b)

/ (e-ble _1, )
| s

[

/N
|

A 4

S (e‘b a_y, 0)

-

(g} a>0. b0 ’ ' (b) a<0, b0
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(c) a>0, <0 ' (d) a<0, b<0
Gambar 7—27 '
Contoh :

Tentukan titik potong kurva logaritmik y = 2In (! + x) + 6 pada masing-
masing sumbu dan hitunglah f(4). .

Untuky =0, 2In{l + x)=-6, In(l + x)=-3, 1 + x=e",
1 + x =0,0498, x = -0,9502
Titik potong dengan sumbu -x = (- 0,9502; 0)

Untuk x = 0, y = 6. Titik potong dengan sumbu -y - (0; 6)

Jikax =4, y'=2In5 + 6 = 2¢1,6094) +-6 = 9,2188,
Pola kurvanya seperti kurva pada Gambar 7:27(a).

Latihan Fungsi Eksponensial dan Fungsi Logaritmik

Berdasarkan Gambar 7-23 atau 7-24, nyatakan seperti kurva yang mana
pola kurva-kurva eksponensial berikut; kemudian tentukan titik potong pada
masing-masing sumbu dan asimtotnya.

o0, OSe -000dx 4 2

-0,4 g0003x 2

330(!”25:_3

0,05e~ + 0,5

-0,6 e05x 4 3

-10e00 + 4

4 e-os0ssx 6 tentukan pula f(2,4661) dan f(7,3983).
-e* + 0,5; tentukan pula f(3) dan f(-3).

R e
e e e
II nou

ll Honoan
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Untuk kurva-kurva logaritmik berikut, nyatakan seperti kurva yang mana
pola kurvanya dalam Gambar 7-27,

Tentukan titik potongnya pada masing-masing sumbu koordinat serta f(4) dan
O,

9. y=-0,25In(1 + x)+ 0,75 .

10. y = -400In(1 + x)— 50.

7.6 PENERAPAN EKONOMI

Banyak model-model bisnis dan ekonomi sangat relevan ditelaah dengan
fungsi eksponensial dan fungsi logaritmik, khususnya model-model yang.
berkenaan dengan aspek pertumbuhan, Permintaan, penawaran, biaya dan
penerimaan — selain berkecenderungan kuadratik -dan kubik, sebagaimana
dibahas di dalam Sub-bab ‘7.3 di depan — dapat pula berkecenderungan
eksponensial dan logaritmik. Permintaan, penawaran, biaya dan penerimaan
yang eksponensial serta logaritmik tidak dibahas di sini mengingat, meskipun
bentuk fungsinya berbeda, analisisnya tidak berbeda. Sub-bab ini lebih men-
curahkan perhatian pada penerapan fungsi eksponensial dan fungsi logaritmik
dalam model-model yang berkaitan dengan aspek pertumbuhan.

7.6.1 Model Bunga Majemuk

Dalam Seksi 4.3.2 di depan telah dijelaskan bahwa, untuk menghitung
jumlah di masa datang dari jumlah sekarang suatu pm_]aman atau tabungan,
kita dapat menggunakan model bunga majemuk

Ly,

m

F = P( +

di mana F, melambangkan jumlah pinjaman atau tabungan setelah »# tahun, P
melambangkan jumlahnya sekarang (tahun ke-0), i adalah tingkat bunga per
tahun, m-adalah frekuensi pembayaran bunga dalam setahun dan » adalah
jumlah tahun.

Model bunga majemuk ini tak lain merupakan bentuk fungsi eksponen-
sial, dengan F, sebagai variabel terikat (dependent variable) dan n sebagai
variabel bebas (independent variable). Dengan demikian prinsip-prinsip
penyelesaian persamaan eksponensial relevan diterapkan atas model ini.

Jika m sangat besar, bunga diperhitungkan sangat sering (terus menerus)
dalam setahun, jumlah di masa datang tersebut dapat dirumuskan menjadi :

A
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i

.
|

F ~ P ex=272

t

Bentuk ini dinamakan model bunga majemuk sinambung { continuous com-
pound ir.t >rest). Bunga majemuk sinambung dalam kasus pinjam-meminjam
seringkali dipraktekkan oleh para pelepas uang atau "lintah darat”, yang
kadang-kadang menetapkan atau memperhitungkan bunga atas uang yang
dipinjamkannya secara harian (m = 360). Oleh karenanya model ini dapat pula
kita sebut "model lintah darat”.

Kasus 30

Séorang ibu rumahtangga meminjam uang Rp 5 juta pada seorang inelepas
uang untuk jangka waktu 2 ‘tahun. Bunga setingkat 10% per. tahun

- diperhitungkan secara harian (dalam bisnis : 1 tahun = 360 hari). Hitunglah

jumlah yang harus dibayarkan oleh debitor pada saat hutangnya jatuh tempo.
I. Dengan rumus bunga majemuk biasa: F, = P(1 + ¢ |

- . B m ;

(a) tanpa menggunakan logaritma : ‘

, =5.000.000(1 + %10 @D _ ,
360 : |
= 5.000.000 (1,0003)0m~> AP ot {17 |
= 5.000.000 (1,24) = 6.200.000

(b) dengan menggunakan logaritma :

F, = 5.000.000 (1,0003) "=~ t

“log F, = log 5.000.000 + 720 log 1,0003 '
logF, =6 70 + 0,09

log F, = 6,79~ F, = 6.200.000"
6(\\11(03

)mn

F

_ I1. Dengan rumus bunga majemuk smambung F ~ Pen
(a) tanpa menggunakan logaritma :

F, = 5.000.000 ¢ 20s:

=5, 000000&‘%;:’ =~ 5.000.000 (1,22) =6.100.000
<
(b) dengan menggunakan logaritma :

F, =~ 5.000.000 eox .

InF, ~In 5.000.000 + 0,20 In.e

InF, ~15,42 + 0,20
InF, ~15,62 — F, ~6.100.000 -

*) tanda " & " berarti "Jebih kurang sama dengan”..

T~

i
f
4 A
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Jadi, jumiah pelunasan hutang tersebut adalah sekita: Rp 6,10 juta atau
tepatnya Rp 6,20 juta. .
7.6.2 Model Pertumbuhan

Model pertumbuhan penduduk yang diperkenalkan di dalam Seksi4.3.3 di -
depan, yakni

P, =P R" | R=1+r

tak lain juga merupakan bentuk fungsi eksponensial, dengan i (jumlah pen-
duduk) schagai variabel terikal dan ¢ (waktu) sebagai variabel bebas. Mudel
semacam ini tidak saja relevan bagi penaksiran variabel kependudukan, teiapi
juga dapat diterapkan untuk menaksir variabel-variabel lain berkenaan dengan
pertumbuhannya,

Agar model di atas dapat diterapkan secara umum terhadap segala macam
variabel, sehingga jalan pikiran kita tidak semata-mata terpaku pada persoalan
kependudukan, maka perlu dilakukan sedikit perubahan notasi menjadi :

N, = N R" R=1+r

di mana N melambangkan variabel yang sedang diamati, r ialah persentase per-
tumbuhannya per satuan waktu tertentu, sedangkan ¢ adalah indeks-waktu.

Kasus 31 L ' . -

Lembaga Penelitian Ekonomi Nasional memulai operasinya dengan
10 orang peneliti. Setiap tahun setiap peneliti merekrut 2 orang peneliti baru.
.Berapa orang jumlah tenaga peneliti di lembaga tersebut setelah beroperasi

5 tahun ?

N, =10 N = N R"

R=1+2 N, = (10)(3) *

r=135 = (10)(81) = 810 orang
Kasus 32

) Produk Domestik Bruto Indonesia pada tahun 1981, menurut harga
konstan tahun 1973, tercatat sebesar Rp 12.055 milyar. Jika dalam periode
1981—1990 perekonomian bertumbuh dengan rata-rata 5% per tahun, berapa
PDB pada tahun 1990 ? ’
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N, = 12.055 (milyar) -
R=1+ 005 } N, = (12.055)(1,05)°
{ = 10 = (12.055)(1,55) = 1B.685,25 mllyar

7.6.3 Kurva Gompertz

Model pertumbuhan dalam Seksi 7.6.2 di atas, yang kurva eksponen-
sialnya seperti Gambar 7-22 di depan, mengandung arti bahwa variabel terikat
N dapat terus menerus membesar (tanpa batas maksimum) seiring dengan
perkembangan waktu. Sesungguhnya tidak semua variabel bisnis atau ekonomi
berpola demikian. Ada variabel-variabel tertentu yang mempunyai batas
maksimum dalam kaitannya dengan perkembangan waktu. Variabel ini me-
ningkat secara eksponensial selama jangka waktu tertentu, tetapi sesudah itu
peningkatannya sangat kecil, atau bahkan tidak berarti, meskipun waktu terus
berjalan. Dengan perkataan lain, N cenderung asimtotik terhadap batas
maksimum tertentu kendati ¢ tetap membesar.

Untuk menganalisis variabel yang gejalanya demikian (asimtotik terhadap
batas-jenuh tertentu), model pertumbuhan yang tepat untuk diterapkan adalah
model pertumbuhan Gompertz. Model ini didasarkan atas bentuk atau pola
kurva Gompertz, yang bentuk persamaannya :

3

N = rcar

di mana N melambangkan jumlah variabel tertentu yang sedang diamati, r
melambangkan tingkat pertumbuhan rata-rata (0 <r <1), @ melambangkan
proporsi pertumbuhan awal, ¢ melambangkan batas-jenuh pertumbuhan N
(merupakan asimtot atas), sedangkan ¢ adalah indeks waktu.”

*) Pada ¢ = 0, ¥ = ca. Berarti # = (N pada ¢ = 0)/c.
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Kurva Gompertz mempunyai dua tipe dasar yakni ;.

L
>

Naec

batas-jenuh
J / N=cal

\Tipel 10<a< |

e

Tipe Il : _I_ < 1

¢

-< » L

)

'C:'Ill‘.'h:ll' 7—28

Kurva Tipe I meningkat dengan pertambahan yang membesar (positively ac-
celerated) untuk nilai-nilai ¢ positif yang kecil, tetapi meningkat dengan per-
tambahan yang mengecil (negatively accelerated) untuk nilai-nilai ¢ positif yang
besar. Sedangkan kurva Tipe II meningkat dengan pertambahan yang mengecil
untuk semua nilai ¢ positif.

Kurva yang ditemukan oleh Gompertz ini semula digunakan secara meluas
oleh para psikolog, untuk menggambarkan berbagai aspek pertumbuhan dan
perkembangan jiwa manusia. Ahli-ahli organisasi memakainya untuk meng-
gambarkan pertumbuhan berbagai bentuk organisasi. Kemudian para ekonom
memanfaatkannya pula karena dipandang relevan untuk menggambarkan pola
pertumbuhan beberapa variabel bisnis dan ekonomi tertentu.

. Kasus 33 - . ‘—.

Sebuah pasar swalayan (supermarker) di Jakarta mempekerjakan 20 orang
karyawan pada permulaan operasinya. Karena usahanya berkembang, jumlah
karyawan yang dipekerjakan meningkat rata-rata 25% per tahun: Berdasarkan
pertimbangan bisnis, sang manajer memutuskan tidak- akan ‘mempekerjakan
lebih dari 400 orang karyawan. Bentuklah persamaan pengginaan tenaga kerja
di pasar swalayan ini dalam hubungannya dengan perkembangan waktu.
Berapa jumlah karyawan yang dipekerjakan setelah pasar swalayan tersebut
beroperasu 4 tahun ?

20/400 = 0,05
400 " N=ca"
0,25 N = {400)(0,05) 0.2s'

a
c
r

0 II
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Untukf =4 —= N = (400)(0,05)02*
log N = log400 + 0,25¢1log 0,05
logN' = 2,6021 + 0,0039 (- 1,3010)
log N = 2,6021 — 0,0051
logN = 2,5970 - N = 395,3539
= 1395 orang. .

Kasus 34

Biaya total {(dalam jutaan rupiah) 'yang dikeluarkan untuk proyék pem-
bangunan sebuah jembatan ditunjukkan oleh persamaan

C = 800 (0,10) o',
!
di mana ¢ menunjukkan jumlah tahun sejak proyek dimulai. PBerapa
pengeluaran awal proyek tersebut ? Berapa pengeluaran total maksimum yang
diperkenankan ? Berapa biaya total yang dikeluarkan setelah proyek berjalan
6 tahun ?

Pengeluaran awal = ¢ pada f =0, yaitu: !
C = 800(0,10) = 80 juta rupiah

Pengeluaran total maks@mum = ¢ = 800 juta rupiah !

Setelah proyek berjalan 6 tahun :

C = 800(0,10) o«

log C = log 800 + 0,0041 log 0,10

log C = 2,9031 + 0,0041 (-1)

logC = 2,899 - C = 792,48 juta rupiah.

Catalan:

Mengingat model Gompertz ini relatif kompleks, pemahaman dan

_penerapannya perlu dicerna secara hati-hati. Satu hal senantiasa harus diingat : .

bahwa r dalam persamaannya adalah menun]ukkan tingkat pertumbuhan rata-
rata; jadi, ia tidak konstan dari tahun ke tahun, melainkan cenderung sangat
besar pada tahun-tabun pertama tetapi kemudian kecil dan mengecil pada
tahun-tahun berikutnya. Kurva belajar, yang segera akan dibahas berikut ini,
juga tergolong kompleks. Banyak makna-tersirat yang terkandung di dalam
model-modelnya, yang harus dilihat secara jeli dan ditafsirkan secara hati-hati.

Satu lagi model eksponensial yang semula digunakan oleh ahli-ahli
psikologi, tetapi kemudian dimanfaatkan dan dikembangkan oleh para
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ekonom, adalah kurva belajar (learning curve). Dinamakan demikian karena
memang semula diterapkan untuk mengamati hal-hal yang berhubungan
dengan kegiatan belajar. Dalam ekonomi, kurva belajar cocok untuk meng-
gambarkan perilaku produksi dan biaya dalam hubungannya dengan variabel
waktu,

Bentuk dasar persamaan kurva belajar adalah :

>

| y=m
y=’n—se'h' J,/

k,ms> 0

Kurvanya mirip dengan kurva
eksponensial pada Gambar
7-24(b)."

A
\.
{

Gambar 7—29

Konstanta m melambangkan batas-jenuh y, atau y tertmggl yang dapat ter-.'
capai. Perhatikan bahwa jikkax =0, y = m-s.

B Untuk diterapkan pada kasus perilaku produksi dalam hubungannya
_dengan variabel waktu, notasinya dapat disesuaikan menjadi :

P=P, —Pe

di mana P melambangkan produksi per satuan waktu setelah ¢ sa.1an waktu,
P, menunjukkan kapasitas produksi maksimum per satuan waktu, P, mencer-
minkan sisa kapasitas produksi pada permulaan kegiatan produksi (pada
t = ), sedangkan r adalah tingkat pertumbuhan produksi.

Kasﬁs 35

Kapasitas produksi maksimum pabrik mentega PT ”"Lezat"adalah 4000
kaleng per bulan. Pada permulaan operasinya, pabrik tersebut hanya mampu
memanfaatkan 75% dari kapasitas yang tersedia. Akan tetapi manajer pro-
duksi yakin bahwa produksi dapat ditingkatkan 5% setiap bulan. Bentuklah
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persamaan perilaku produksi bulanan pabrik mentega ini. Berapa kaleng
mentega yang dihasilkan pada‘saat produksi perdananya ? Berapa kaleng
mentega produksinya per bulan setelah pabrik beroperasi selama 10 bulan ?

Produksi perdana = 75% x P_= 75% x 4000 = 3000
P, =25%xP, =P —3000 = 1000

P = P, — Pe= 4000 — 1000 £**"

Untuk 7 = 10, P = 4000 — 1000 ™
P = 4000 — 1000 (0,6065) = 3393,5
Jadi, setelah 10 bulan, produksinya per bulan 3393 kaleng.

B Untuk diterapkan pada kasus perilaku biaya, notasi kurva belajar di atas
dapat disesuaikan menjadi :

C — Cm _ C‘se'-n

Dalam persamaan ini, C melambangkan biaya-total per satuan waktu, C,
menunjukkan biaya maksimum yang diperkenankan (anggaran yang ‘di-
sediakan) per satuan waktu, C. mencerminkan sisa anggaran pada permulaan
periode (pada ¢ =0),sedangkan r adalah persentase kenaikan biaya per satuan
waktu, .

Kasus 36

Biaya total per tahun (dalam jutaan rupiah) yang dikeluarkan oleh sebuah
perusahaan ditunjukkan oleh persamaan C = 10 — 4 ¢*'". Berapa juta rupiah
biaya total yang dikeluarkan pada permulaan operasi ? Hitunglah biaya per
tahun yang dikeluarkan setelah perusahaan beroperasi selama 7 tahun.

Biaya'total pada tahap permulaan = 10 — 4 = 6 (juta rupiah). Bidya per
tahun setelah 7 tahun :

C = 10—4e% )
C 10 — 4(0,4966) = 10 — 1,9864 = 8,0136
- sekitar Rp 8 juta.

7.6.5 Model Efisiensi Wright

Terilham oleh kurva belajar, pada tahun 1936 T.P. Wright berhasil
. mengembangkan model eksponensial yang dapat menjelaskan efisiensi waktu
dalam kegiatan produksi. Untuk menghargai penemunya, model tersebut
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dalam buku ini dinamakan "modél efisiensi-‘Wright”. ‘(Beberapa buku-teks
menyebutnya "model kurva belajar yang diperluas”).”

Untuk menekan pengeluaran, guna memperoleh marjin keuntungan yang
lebih besar, produsen seialu berupaya meningkatkan efisiensi produksinya.
Salah satu bentuk peningkatan efisiensi yang dapat dilakukan adalah berupa
penghematan waktu produksi, menghasilkan barang dengan waktu produksi
rata-rata yang lebih singkat. Berdasarkan penelitian terhadap sejumlah kasus
produksi, T.P. Wright menemukan bahwa “setiap kali produksi dilipatgan-

- dakan (dinaikkan dengan 100%);: waktu produksi rata-rata kumulatif
berkurang dengan (1 — r) persen”, di mana r adalah tingkat efisiensi waktu
produksi. Dengan demikian, (1 — /) tak lain menunjukkan persentase waktu
rata-rata yang berhasil dihemat dari pelipatgandaan produksi.

Kasus'37

Sebuah perusahaan menghabiskan waktu 10.000 jam-kerja untuk mem-
produksi 500 unit robot, tetapi hanya membutuhkan 6.000 jam-kerja untuk
memproduksi 500 unit berikutnya. Hitunglah tingkat efisiensi waktu pro-
duksinya (r). Berdasarkan tingkat efisiensi ini, berapa Jam kerjatolal( T)
dlperlukan untuk memproduksn 2000 umt robot ?

Waktu rata-rata kumulatif untuk 500 unit = 10. 000/500 = 20 j-k
“Waktu rata-rata kumulatif untuk 1000 unit = 16.000/1000 = 16 j-k
Penghematan waktu rata-rata = 20 — 16 = 4 j-k = 20%.

Tingkat efisiensi = r = 100% — 20% = 80%. "

Waktu yang diperlukan untuk memproduksi 1600 unit pada "angkatan” pro-
duksi berikutnya (agar tercapai jumlah 2000 umt) adalah = 80% x16x 1000 =
12.800 jam-kerja.

Jumlah waktu total (7' ) yang diperlukan untuk memproduksi 2000 unit robot
= 10.000 + 6.000 + 12.800 = 28.800 jam kerja.

‘Hubungan antara jumlah préduksi dan tahap f)elipatgand?an produksi
dapat diterangkan dengan persamaan :

4 = G,2*

. di mana k menunjukkan tahap pelipatgandaan, ¢ mencerminkan jumlah pro- °
duksi total, sedangkan angka 2 mencerminkan bahwa produksi ditingkatkan
dengan 100% (dinaikkan menjadi 2 x lipat) dari satu angkatan produksi ke
angkatan produksi berikutnya. ’

AR P i L . v,

*} Sebutan model et"sncnsl anhl' dalam buku ini sekallgus dlmaksudkan pula untuk menghmdan keka
) cauan dengan, model kurva bela]ar yang dibahas di datam seksi <ebelumnya
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Untuk Kasus 37 di atas, kita dapat membuat daftar sebagai berikut :

dst.

g = 500 | 1000 | 2000 | 4000 | 8000 | 16000

Jika ¢ ; = 1 unit (produksi perdana hanya 1 unit), notasi persamaan di
- atas dapat disederhanakan menjadi :

L g = 2k

Dcngaﬁ melogaritmakan persamaan eksponensial ini, diperoleh bentuk :

logg = log 2~
log g = klog2, k = log.g/log2
k = log q/0,3010

Hubungan eksponensial antara waktu produksi rata-rata kumulatif (" dan
tahap pelipatgandaan produksi (k) ditunjukkan oleh persamaan :

= art

Dengan melogaritmakannya diperoleh :

Ir

loga + Klogr
(log ¢/0,3010), maka :
log ¢t = log a + (log ¢/0,3010) log r

logt

Karena &

Dengan rfmnyederhana_kan l_og r/0,3010 = b, diperoleh .

L

logt =loga + blogg

Bentuk anti-log persamaan inilah yang disebut model efisiensi Wright,
yakni ;

a -
fy gt
®

[

L

o =_f'a gt p= logr

0,3010

di mana & mencerminkan waktu yang diperlukan untuk memproduksi unit per-
tama dari produk yang dihasilkan,q mencerminkan jumlah produksi, r adalah
tingkat efisiensi waktu produksi, sedangkan ¢ melambangkan waktu produksi
rata-rata kumulatif,
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Waktu produksi total dapat dihitung dengan cara mengalikan waktu pro-
duksi rata-rata kumulatif (¢) tadi terhadap jumlah produksinya (g).

T= txq:aquq‘:aql+b

Kasus 38

Berdasarkan déta dalam” Kasus 37, rumuskanlah persamaan efisiensi
Wright-nya. Hitunglah waktu rata-rata kumulatif dan waktu total untuk mem-
produksi 2000 unit robot.

logr _ -0,0969 _ 0,3219
0,3010 0,3010

r=280% =108 — b=

Mencari nilai @ : - J
t =ag* untukg = 500, ¢ = 10.000/500 = 20
20 = a (500)-03219  — i a 20 (500) 039
a 20 (7,3926) = 147,85

o

Pe'rs|ainaan efisiensi Wrig'ht-nya : : -
t = 147,85 g -9 ] ’
Persamaan waktu totalnyaA:
T = aql +5
T = 147,85 gos™

Untuk g = 2000, ¢ 147,85 (2006)-0.3:19
t = 147,85(0,09) = 13,31 jam-kerja

T= txq = 13,31x2000 = 26.620 jam-kerja

ol

(Perbedaan angka hasil perhitungan_dengan yang di dalam Kasus 37
disebabkan karena adanya penyederhanaan-penyederhanaan dalam angka-
angka berdesimal di sini). )

%“ o~
ML PERPYST o,
o KULTAS i
WERSITAS ISLAH INDoiEg A0
et OBYAKARTA V|
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A
20 §--
. kurva efisiensi Wright
16 r-- :" ( = 147,85 g~0:3219
1331 -dop -2
|
10

Gambar 7—30

Dalam skala logaritma, kurva efisiensi Wright ini akan berupa sebuah garis
lurus berlereng negatif. Di samping kurva efisiensi ini, kurva waktu produksi
totalnya dapat pula digambarkan dengan memanfaatkdn persamaan
T = 147,85 go¢#, Pembaca dipersilakan mencoba menggambarkannya sen-

diri.
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L BAB8 L -
LIMIT DAN KESINAMBUNGAN FUNGSI

Aljabar kalkulus, yang berintikan teori tentang diferensiasi danmtegram
berhubungan dengan perubahan perubahan- sangat kecil ddlam variabel-
variabel sebuah fungsn leembangkan secara terpisah pada abad ketujuhbelas
oleh Sir Isaac Newfon dan Gorrfned Le:bmtz, kalkulus semula digunakan un-
- tuk memecahkan masalah-masalah fisika, astronom1 dan geometri. Dewasa ini
“kalkulus semakin meluas dimanfaatkan ‘oleh berbagai 'bidang atau ilmu
pengetahuan, termasuk ilmu ekonomi. Mengingat analisis 'datam bisnis dan
ckonomi. selalu berhubungan dengan faktor perubahan, kalkulus. memamkan
peranan penting sebagai salah satu alat analisisnya.

leerensmsn dan integrasi sesungguhnya mefupakan dua operasi matematis
' yang saling berkebahkan seperti halnya antara penambahan dan péngurangan,
atau antara perkalian dan pembagian. Pada intinya, diferensidl (teori tentang
diferensiasi) berkenaan dengan penentuan tingkat perubahan suatu fungsi,
sedangkan mtegral (teori tentang integrasi) berkenaan dengan pembentukan
persamaan suatu fungsi apablla tingkat’ perubahan fungsi yang bersangkutan
diketahui.

Teori tentang limit dan kesinambungan sebuah fungsi merupakan “akar”

" - ‘dari aljabar kalkulus. Oleh karenanya uraian mengenai kalkulus selalu diawali

dengan bahasan tentang’ kedua hal ini. Meskipun konsep limit dan kesinam-
bungan itu sendiri mungkin terasa relatif lebih canggih (sophisticated) diban-
dingkan dengan konsep diferensial dan .integralnya (yang merupakan inti
kalkulus), namun’ mengingat kedudukannya sebagai akar atau landasan
kalkulus, keduanya tak dapat dianggap sebagai sekedar untuk diketahui sambil
lalu. Itulah sebabnya di dalam buku ini konsep llmlt dan kesmambungan fungsi
dlsajlkan secara khusus dalam satu bab sendm
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8.1 PENGERTIAN LIMIT

Limit menggambarkan seberapa jauh sebuah fungsi akan berkembang
apabila variabel di dalam fungsi yang bersangkutan terus menerus berkembang
mendekati suatu. nilai tértentu, Sebagai gambaran : dari y = f(x)akan dapat
diketahui limit atau batas perkembangan f(x) ini apabila variabel x terus
menerus berkembang hingga mendekati suatu nilai tertentu. Jika fungsi f(x)
mendekati £ manakala variabel x mendekati a(a dan L keduanya konstanta),
maka L disebut limit fungsi f(x) untuk X mendekau a. Hubungan ini dilam-

" bangkan dengan notasi S :

lim fix) =

X —*a

dan dibaca “limit fungsn f(x) untuk X mendekau a adalah L". Artinya jika
variabel x berkembarig secara terus menerus hingga mendekatl bllangan terten-
tu @, maka nilai fungsi’ f(x) pun akan berkembang pula hingga mendekati L.
Atau sebahknya fung51 fix) dapat dlbuat mendekati nilai tertentu yang di-

* inginkan L dengan mcngembangkan varlabel X sedemxklan ,rupa hmgga
mendekatl a., :

Dua hal perlu diperhatikan ddlam’ notasi atau pernyataan hmlt di atas.
Pertama, x —a harus dibaca serta ditafsirkan sebagai x mendekati ‘e, dan
bukan berarti x = a! Kedua, lim f(x)= L harus dibaca serta ditafsirkan bahwa
L adalah limit fungsi f(x) dan bukan berartl L adalah nilai fungsi f(x)!

_“Ringkasnya,.

‘-lim f(x).= L bukan l;,vera'.rti fa) =
X —a '

Contoh praktis berikut ini akan menjelaskan bagaimana bekerjanya teori limit
dan apa sesungguhnya yang dimaksud dengan limit.

Ahdaikany':f(x) =t—2x" _ X
maki  limfx) = lm(1—2x) =-7 - lmfx) = lm(1—2x7) =17
. x =2 x =2 ) Cx =3 ¥ =3

Perhatikan perkerhbangan fungéi' f(x')_ untuk be}l{emﬁangan variabel x
'sebagaimana tercermin di dalam tabel berikut :
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x fix)=1—2x:
3,50 1 —2(3.50) = — 23,5
3,10 1— 203,102 = — 18,22
3,05 1 — 2(3,05)2 = — 17,605
3,01 1 —23,01)2 = — 17,1202
2,99 1-— 2(2,99)? = — 16,8802
2,95 1 —2(2,95 = — 16,405
2,90 1 —2(2,90)2 = — 15,82
2,50 1 —2(2,50): = — 11,5
2,10 1—2,10): = — 7,82
2,05 .1 —2(2,05): = — 7,405
2,01 1—2(2,01): = — 7,0802..
1,99 1 —2(1,99)? = — 6,9202
1,95 . 1—2(1,95) = — 6,605
- _ 1,90 S 1—2(1,90)2 = —6,22
T 1,50 1—21,50)2 = — 3,5
! 1—2()2 =—1,0

Dari tabel di atas terlihat bahwa jika x bergerak mendekati 2 (baik dari x = 1
lalu menaik, maupun dari x = 3,50 lalu menurun), maka f(x)akan mendekati
-7. Sedangkan jika x bergerak mendekati 3 maka f(x) akan berkembang
mendekati -17.

Pada contoh di atas variabel x bergerak mendekati nilai-nilai positif terten-
tu, yakni 2 dan 3. Limit sebuah fungsi dapat pula dianalisis untuk perkem-
bangan variabel yang menuju nilai-nilai negatif tertentu, menuju 0, bahkan
menuju + » dan — w, Dengan demikian, untuk setiap fungsi f(x) kit dapat
menganalisis lim f{x) untuk x =+ @, x *+-a, x *0, x *+ v danx =*-w
Seiring dengan itu dapat pula terjadi (untuk x mendekati sebarang nilai terten-
tu) lim f(x) = + L, imf(x) = -, lim f{x)= 0, lim f(x)= + « atau lim f{x) =
—w«. Limit sesuatu fungsi hanya mempunyai dua kemungkinan : ada

- (terdefinisi, tertentu; yakni jika limitnya adalah L, atau —L, atau 0, atau «» atau
—«) atau ‘tidak ada sama sekali (tidak terdefinisi), dan.tidak boleh taktentu

(E atau"fi). "
0 “w -

'
b

')Peringatan yvang kedengarannya membingungkan ini merupakan pedoman taktis dalam
menentukan limit sesuatu fungsi. Perhatikan perbedaan maksud antara istilah-istilah “ada”
(terdefinisi, tertentu), "tidak ada” (tidak terdefinisi) dan "taktent”. . . :
[Pelajari juga catatan-kaki di' halaman 191 1] )
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Contoh : “ RN
‘1) lim (1 —=2x7) =-T"" ‘ )
X2 i
2) lim(1 —2x9) =1 - ’
X _.0 : ‘ o "”‘ .,
Nlim(I—2x) =20u i - C
) X"+ o ' ' [ : a . ) S i
4 lim(1l=2x%) =- - .
X *=n. - R

‘_r\'

8.2 LIMIT ‘SlS;l-KlRl, LIMIT SISl-_KAN__A'N :

" Analisis mengenai limnit sesuatu fungsi sésun_gguhnya‘ dapat dipilah men- °

. Jadi dua bagian, terganitung pada dari sisi mana kita melihat gerakan perkem-

bangan variabelnya. Apabilakita menganalisis lim f{x).dari nilai-nilai x yang
- T xma

lebih kecil daripada.” @ (dari x < a ), bérarti kita melihatnya dari sisi kiri.

Sebaliknya jika kita menganalisis lim f{x) dari.nilai-nilai x yang lebih besar

. . . . “ o L x‘_’a L A . -

daripada a (dari x > ), bérarti kita melihatnya dari sisi kanan, Jadi,

lim.f(x) -

.=, -
. . X :.a'o At
. . i PP H »
T O S - terdiri‘atas '
ot . I ety &
\
I 3 Ty ! B
e ] e ot
'qu -:

> limf) 7

T X ~egs L S . i ‘.—":' S J - X =gt ]

© (analisis sisi kiri) © i 0 T A s D (analisis sisi kanan)
X —g dilihat dari ' . ) : x —a dilihat darj
nilaj-nilai x <@~ . .. L : nilai-nilai x > @
*) X — a” maksudnya x mendekati g melalui nilaj- ilai x '<a (dari kirj)..

x a* maksudnya x mendekati @ melalui nilai-nilai x > a(dari kanan),
g #-g danagt ¥+ g . ! '
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Limit sisi-kiri dari sebuah fungsi adalah nilai yang didekati oleh fungsi
tersebut apabila variabelnya bergerak mendekati limitnya melalui nilai-nilai
yang membesar (x —+a dari sisi-kiri, melalui nilai-nilai x <a). Jadi, jika

lim fix) = L- berati L~ merupakan limit sisi-kiri dari f{x)
X ->a untuk x —+a

Limit sisi-kanan dari sebuah fungsi adalah nilai yang didekati oleh fungsi
tersebut apabila variabelnya bergerak mendekati limitnya melalui nifai-nilai
vang mengecil (x = a dari sisi kanan, melalui nilai-nilai x > a). Jadi, jika

lim fix) = L berarti L* merupakan limit sisi-kanan dari
x—+a S untuk x —+a '

Limit sebuah fungsi dikatakan ada jika dan hanya jika limit sisi-kiri dan limit
sisi-kanannya ada serta sama. Dalam kasus semacam ini

lim f(x) = lim fix)= lim f(x)

X —*a x =g+ X —*a

Apabila salah satu dari ketentuan-ketentuan di atas tidak terpenuhi, maka
limit dari fungsi yang bersangkutan tidak terdefinisi. Dengan demikian limit
sebuah fungsi dikatakan tidak ada jika limit salah satu sisinya tidak ada, atau
limit kedua sisinya tidak ada, atau.limit kedua sisinya ada tetapi tidak sama.

Contoh :
1) lim (I — 2 x?) = -7 (terdefinisi)
x—=>2 -
sebab lim({(l —2x2) = lim(1 —2x2) = -7
x 2 X —*»2+

Apabila tabel di halaman 181 di depan diperhatikan kembali dengan
seksama, akan terlihat bahwa gerakan x —2 dari kiri (darix = 1; x = 1,50;
x = 1,90 dan seterusnya) menyebabkan f(x) mendekati nilai -7. Begitu pula
gerakan x —*2 dari kanan (katakanlah dari x = 2,99; x = 2,95; x = 2,90
dan seterusnya) menyebabkan f(x) mendekati nilai -7. :

2) Andaikan y = f(x) = -3/x, maka i
- limfix) = Em(-3/x) = + « O limf(x)= lim(-3/x)=-w
x—+0- x=>0- x =0 x =0t
Karena lim (-3/x) #lim (-3/x), maka lim (-3/x) tidak terdefinisi.
x =00 x—=0+ x —+0
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) = = 3/x

Perhatikan gambar di sebelah ini. Jika x
mendekati 0 dari kiri (dari x = -3, x = -2,

—4 =-1 dan seterusnya), maka f{x) akan men-

. jadi positif tak terhingga. Tetapi jika x

| . mendekati 0 dari kanan (darix = 3, x = 2,

4 x = 1 dan seterusnya), maka f(x) akan
Gambar 8—1 menjadi. negatif tak terhingga. Itulah

sebabnya untuk x =0, limit f (-3/x) ini
tidak terdefinisi.

Dalam Contoh 2) di atas, jika tanpa waspada kita begitu saja men-
substitusikan x = 0 ke dalam lim (-3/x) untuk x =0, maka akan diperoleh
hasil lim (-3/x) = - »; sebab untuk x = 0, y = f(x) = -3/0 = -«. Seakan-akan
lim (-3/x) untuk x—0 terdefinisi, yaitu - »; padahal pengujian limit sisi-kiri dan
limit sisi-kanan secara grafik, sebagaimana diperlihatkan di atas, membuktikan
bahwa lim (-3/x ) untuk x 0 tidak terdefinisi. Dari sini dapat disimpulkan
bahwa :

*muslihat memasukkan x = & ke dalam lim f{x) tidak selalu benar !”
: X —~a

Moral yang lebih penting dari peringatan di atas ialah kita senantiasa harus
sadar bahwa lim f(x) untuk x —a bukaniah f{g). Dalam kasus-kasus tertentu,
penemuan matematis mengenai limit sebuah fungsi perlu diuji dengan pembuk-
tian grafis terhadap limit sisi-kiri dan limit sisi-kanannya. Terutama jika secara
matematik ditemukan hasil lim f(x) = « atau lim fix) = -«. Hal ini penting

x =0 ' x =0
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agar kita tidak "terperangkap” menyimpulkan limit yang sesungguhnya tidak
terdefinisi menjadi terdefinisi (tertentu), atau menyimpulkan limit yang sesung-
guhnya tertentu menjadi taktentu.

Konsep limit, yang secara matematik terasa samar-samar, sebenarnya
bukanlah sesuatu yang abstrak. Dalam kehidupan bisnis dan ekonomi sehari-
hari konsep ini cukup sering diterapkan. Ia menggambarkan batas ideal terten-
tu (maksimum atau minimum) yang dapat atau harus dipenuhi, dalam kondisi
yang juga ideal. Ambillah sebagai contoh tingkat upah minimum. Ini meng-
gambarkan batas upah terendah yang harus dipenuhi. Kalaupun dalam kenya-
taan tingkat upah minimum yang ideal ini tidak terpenuhi, karena kondisi ideal
yang mendukungnya tidak memadai, namun setidak-tidaknya upah minimum
yang berlangsung akan berkisar di tingkat ideal yang diharapkan (sedikit di
atasnya atau sedikit di bawahnya). Gambaran mengenai batas ideal ini dapat
pula kita temui dalam hal kapasitas produksi (maksimum), profit (maksimum),
biaya (minimum) dan sebagainya. - -

8.3 KAIDAH-KAIDAH LIMIT

1. Jikay = f(x)= x"dann > 0, maka limx~ = a~.

X —*>a
Contoh:limx3 =23 = 8§ limx? =53 =125
x —+2 ‘ x =5

2. Limit darl suatt konstanta adalah konstanta 1tu sendm
limk =
X —~a
Contoh: lim3 = 3
x =2

3. Lumt darl suatu pen]umlahan (pengurangan) fungsn adalah ]umlah (selisih)
dari limit fungsi-fungsinya. .

lim {f(x)+ g(x)} Iim f{x) £ lim g{x)

X.-—*a X > X —=>q
Contoh : lim {(1—-2xz) +'(x)} = lim(1 —2Xx?) + limx?
x —=2 x —+2 x—=>2

(1—22)+2'=-T+8=1

T

4. Limit dari suatu perkalian fungsi adalah perkalian dari limit fungsi-
fungsinya.
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lim {f(x) g(x)} = limfix) - limg(x)

x —*a . X ~*a x —>a

('.;ontoh Dlim {(1—2x2)(x*)} = lim(1 —2x2). limx? = (-7)(8) = -56
x =2 x 2 x —+2

. Limit dari suatu pembagian fungsi adalah pembagian dari limit fungsi-

fungsinya, dengan syarat limit fungsi pembaginya tidak sama dengan nol.

lim fix)
tim S _Xx—a dengaq syarat lim g(x) #0
x—=a gx) lim g(x) xa

x—>a

_ ] . lim (x * — 25)
Contoh: lim (o —25) _ x5
x—+5 (x— 5) Iim (x — 5)
: x—*5

lim (x—S5)(x+5)

=X = lim(x + 5) =

lim (x — %) x—+5
x5

. Limit dari suatu fungsi berpangkat n adalah pangkat n dari limit fungsinya.

lim {f(x)}" = [ lim A9V

X —*a X—>q
Contoh : lim (1 —2x2p = [lim(l — 2x2)}3 = (-7P = -343
x 2 {" :

. Limit dari suatu fungs1 terakar berpangkat positif adalah akar dari limit

fungsinya.
llm{\/ fix) r= ‘/ lim fix) n> 0

X ~+a X —*a

3
Contoh : \/ 1 x + 44) = \/Iim(x’—x+44)=\/64=4
-s

X X =5

. Dua buah fungsi yang serupa mempunyai limit yang sama. Jika Jix) = gx)

untuk semua nilai x # ¢dan lim f(x) = L, maka lim g(x) = L juga
X —*a x —*q
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8.4 PE&?ELESAIAN‘-ngUéexAsUS KHUSUS .5 -

B - p [EERE . Yo, R

Dalam Sub-bab 8 I dltegaskan bahwa limit sesuatu fungsn tldak boleh
) taktentu Ini berarti’ penentuan lithit sesuatu fungsx tidak boleh membualikan
hasil ‘berbentuk 0/0. atau » / w. Sub-bab ini ‘akan membahas- kaidah-kaidah

khusus "yang dapat dlterapkan guna menghindari hasil berbentuk tak tentu
'tersebut )
., 4:.:)::{_._“. o) 5. ‘_h‘-“ LT
" 8.4, 1 Bentuk Taktentu 0/0
. Perhatlkan contoh pada kaldah ke 5 (llmlt pembaglan fungSI) d1 atas, y =
CS)/8(x) = (¢ — 25)/(x —-5). Jika terhadap Jim{ (0 — 25)(x.— 5)} untuk
X =*5 kita begitu saja mensubstitusikan x = 5, maka akan dlperoleh hasil
taktentu 0/0. Ini disebabkan karena y = (x* — 25)/(x — 5) = 0/0jikax = 5.
- Sehubungan dengan itu kita senantiasa harus waspada bahwa x =S bukanlah
berartix = 5 ! Selanjutnya perhatikan ; Jlka x #5 maka.y #0/0, kedua pem-
bllang (x* — 25) dan penyebut (¥ — 5).dapat dibagi dengan (x' = 5), sehingga
= (x* —25)/(x — 5) dapat dluralkan menjadl y= {x — 5)(x + 5)/(x— 5) =
-(x + 5). ..

Mengingat x. -'5 ada]ah X #- 5 maka lim { (xz — 25)/ (x — 5)}-untuk x =35
.. dapat diuraikan seperti.di atas.dan. tersederhana menjadi hanya lim (x + 5) un-
tuk.x =+ 5, Jadi, limit yang menghasﬂkan bentuk taktentu 0/0.dapat dihindari
h dengan cara mengurai-sederhanakan’ fungsmya Perhatlkan contoh lain ‘berikut -
ini.

Ahdaikan Sx) = { x — 3)’ — 9}/x Berapa lim j(x) untuk x =0 ?

Substitusi langsung ‘X ‘= 0" ke dalam lim Sx) untuk x -0 .akan
. menghasilkan bentuk tak tentu 0/0; sebab f{x) = 070 jika x = 0. Namun
. Jika x #0, fix), #0/0 dan dapat diurai- sederhanakan menjadi fix) =
L.(x= 6x + 9 — 9)/x = (¢ = 6x)/x = x —6. Dengan demikian

*Tim [{(x— 3y — 9}/x] lim (x— 6). =—6
; -J*__‘ e x-’O . ':‘1:‘«"" T x-';O Teoarta -_; T
v N -‘ ot ".:‘: ",‘ LI ] . f"zr'

PRI LY FR loa

- 84.2 l;eniuk- Taktel'l_t'ui. - / N S

. - .' N ..
- - - _a Dot e

Bentuk taktentu @: / o dapat terjadl dalam kasus penemuan llmlt pem-._ .

"'baglan fungsi [Katakanlah. lim' {_f(x)/g(x)}] untuk variabel ‘x> Hasﬂ »/o,
yang potensial untuk - terjadi, dapat. dlhmdan dengan Zara. membag: pembllang :
. dan penyebutnya dengan variabel. berpangkat temnggl pada penyebut

! COI‘ItOh“ ) . ‘-‘ g ‘_;;" A P ;' »(“:- ""' > oot L;"_i_:' h‘,‘-‘;. -

L s .

1) Andalkan ) = fi)/eg(x) = (4 X + X)/(3x + 7x‘) dan kita' ingin me- .
ngetahui lim y(x) untuk x - &_ - - -
Dengan merbagi pembllang dan penyebut dengan xe, dlperoleh
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i 4XT X e x4+ lUxt 040 _ o
x>« 3x¢ + Ix? x—+w 3+ 7/x? T30
lim S AXTHS _p 6+ 1/x+ 9/ _ 64040 _ 4

x—=+w2x?+ 5x2—4 x>0 +5/x—4/x 2+0+0

8.4.3 Penyelesaian Pintas Limit Fungsi-Pembagian untuk xX—>e

Selain dengan cara yang baru saja ditunjukkan d1 atas, tcrdapat cara yang
lebih smgkat dalam menentukan lim {{x)/g(x}} untuk x -+ ». Penyelesaian
pintas ini dilakukan dengan cara memperbandingkan suku suku berpangkat
tertinggi pada pembilang dan penyebut .

! . B}

m
Z a, Xt
Jika y(x) =S _i-o0
2(x) n
z b, x4
j=0

di mana f{x) dan g(x) masing-masing merupakan fungsi polmom ber-
* derajat m dan berderajat n, .

maka ‘o
=0 dalam hal m <n
) ='a, /b; : dalam hal m = n
lim y(x) ' ‘
X j-b © re * * [
+ o da]ainhalm>ndanq,,; >0

—w " dalam halm > ndana, < O

Perhatian : Kaidah ini berlaku hanya jika y(x) merupakan fungsi pembaglan
dan limitnya ditentukan untuk X > o,

Contoh :

3] y(x) (4xs + x‘)/(3x‘ + Ix%) merupakan sebuah fungm pembagian; di
manam = 5,n=6,a, —4danb = 3.
Karena m < n, maka lim y(x) =

X—+a

[Bandingkan dengan Contoh 1) dalam seksi sebelum ini, hasilnya sama].



‘Limit dan Kesinambungan Fungsi

2) Tentukan limit y(x) untuk x -« jika y(x) =

6 + x* + 9/ + 5x* —4)

m =3 n =3

a, =6, b, = 2

4

m = n, maka limy(x) = =
X—>w

@ =__6_=3
b, 2

189

[Bandingkan dengan Contoh 2) dalam seksi sebelum ini, hasilnya sama].

3) im{(® —25)/(x — 5)} = o

X—+w

4) lim {(25 — ¥ )/(x — )} = — =

x—=o

Latihan Limit
Tentukan :

L lim@x* —3x + I)
X -2

2, lim@Bx —2x +4x + 5)

x—+3

3.lim {Qx—3) + (x + 1)}

x—+4
4. lim Vx—1
x—=5 .

5. lim (Vx + 5)

L x—=9

6. lim{(3x* —5x)(6x + 2)}

x—+]

7. lim.
x—=+5

(=}).
=2

- 8. lim
x—=+7

9. lim (4x" + 1)

X —1

X =

10. lim (zx’___“)
x-1 \ x@ 1

-sebab

11,

l?.
14,
15
16,

17.

18.

19.

. lim

sebabm > ndang, > 0

m> ndana, < 0

hm(x" — 4 x)?
x—0,5

2/ —9
X6

lim (m+n)
m—=0\m-—n
lime-=

m=—+ro

lim

_ (Ze" +e")
i m*no ‘ 3

lim 4 x?

x—+2

r—- P +1-
lim (r’ —r+’4)
r—+ow P+1

lim (1 + 21y

i X =—tn .
lim (x’+ 4x + 12)
X—+w 4x + 12x
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8.5 KESINAMBUNGAN

. Perihal kesinambungan dan ketidaksinambungan fungsi merupakan
konsep dasar penting dalam kalkulus. Konsep kesinambungan bertalian erat
dengan konsep limit. Secara visual, sebuah fungsi dikatakan sinambung (con-
tinuous) apabila gambarnya berupa sebuah kurva yang tidak terputus; yakni
jika dalam menggambarkan kurva tersebut kita-tidak perlu mengangkat alat
tulis, melainkan cukup dengan menggeserkannya ke arah yang bersesuaian,
Apabila dalam melanjutkan-penggambaran kurva sebuah fungsi kita terpaksa
harus mengangkat -alat tulis pada titik tertentu, maka fungsi yang bersangkutan
dikatakan asinambung (discontinuous) atau terputus pada t1t1k tcrsebut

Dalam uraian-uraian sebelum ini telah ditegaskan bahwa hm JSx) untuk
x —a bukanlah berarti f{x) pada x' = a. Dalam menentukan lim f{x) untuk
X —+a, kita tidak menetapkan berapa niIai JSlx) pada x = g. Dengan perkataan
lain, limit tersebut sesungguhnya diténtukan oleh nilai-nilai fx} di sekitar (yang
berdekatan dengan) x = a, tetapi bukan oleh nilai f{x) pada x = @ itu sendiri.
Limit fungsi f{x) untuk x —>a dapat sama dan dapat pula tidak sama dengan
Aa). Apabila lim f{x) untuk x —a terdefinisi, dan f{x) pada x = & [ atau fla)]
juga terdefinisi serta sama dengan lim Ax) untuk x —+a, maka fungsi f{x)
dikatakan sinambung pada titik di mana x = a. Jadi,

sebuah fungsi f{x) dikatakan sinambung pada x = ajika
1. fla) terdefinisi
2. lim f{x) terdefinisi
xX—>a

3. lim fix) = fla) - -

X—+a

Fungsi f{x) dikatakan sinambung dalam suatu interval b € x < c (atau
interval b < x < ¢) jika ia sinambung pada setiap titik di dalam interval tersebut.

Fungsi f{x) yang tidak sinambung pada suatu titik di mana x = @
dikatakan asinambung pada x = e,

Ketidaksinambungan sebuah fungsi dapat berbentuk salah satu dari tiga
kemungkinan : asinambung tak berhingga, asinambung berhingga dan asinam-
bung titik. Secara geometri, penampilan kurva dari fungsi-fungsi yang
berlainan bentuk ketidaksinambungannya ini sangat berbeda.

* Fungsi f{x) dikatakan asinambung tak berhingga pada x = a jika f{x}
menjadi (positif atau negatif) tak terhingga untuk x — a; yakni jika.fla) dan lim
JSIx) untuk x —a tidak.terdefinisi. Kurva dari fungsi yang asmambung tak
berhingga pada x = @ mendekati x = _a sebagai sebuah asimtot.

1]
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Contoh :

Fungsi ﬂx) = 9/(x — 3P asmambung tak bcrhmgga pada x-= 3 sebab f{3) dan
Clim Ax) untuk x —3 tidak terdefimsl, dalam hal i m1 f3) = »dan lim Jx) =
x—+3
Fung51 ini sinambung pada semua nilai x selain x = 3 Kurvanya asimtotik pada
= 3 (lihat Gambar 8-2). : ] .

©;1)
/
0

k 4
=

A

Gambar 8—2

* Fungsi flx) dikatakan asinambung berhmgga pada x = a jika f(x)
terdefinisi tapi berubah secara drastik pada X = a; yakni jika f{a) terdefmlsl
, dan lim f{x) untuk x —~a tldak terdefinisi. Kurva dari fungsi yang asmambung
berhingga pada x = @ mempunyai dua macam nilai f{a) untuk x—>a yakni limit
masmg masmg 5151nya

*}Jika kita mengatakan limit sesuatu fungsi terdefinisi, haruslah berarti bahwa timit tersebut

terdefinisi secara tegas ! Meskipun lim f{x) = o dapat ditafsirkan sebagai terdefinisi, namun se-
x—~a

sungguhnya ia terdefinisi secara tidak tegas, karenanya hasil limit yang: demikian lebih tepat

dikategorikan sebagai tidak terdefinisi. Sesungguhnya tanda « bukanlah sebuah bilangan dan

tidak boleh dlperhnungkan sebagai sebuah bilangan walaupun dalam beberapa hal (karena per-

timbangan praktis) ia sermg dianggap sebagm sebuah bllangan (bilangan yang amat sangat

besar). . L
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Contoh :

Fpﬁg’si Jx) = 3/x asinamb{fng berhingga pada x = 0 sebab Sx) terdefinisi
tapi berubah secara drastik pada x = 0, karena lim f{x) untuk x —0 tidak
terdefinisi.

SO =3/0=w

limfix) = lim(3/x) = — »

x—0 x—0 Karena limit sisi-kiri # limit sisi kanan
Emfix) = lim(3/x) = + = maka lim f{x) tidak terdefinisi

x=+0" x—0 ' x—+0

Perhatikan nilai f{x) untuk nilai-nilai x tertentu berikut ini dan Gambar 8-3.

S0 x|—3—2—10 1 2 3

SOl—1—-15—-3« 3 15 1
Amati gambar di sebelah; f{x) menuju
— w untuk x —=0 dari sisi kiri, tetapi.
menuju + » untuk x —0 dari sisi kanan
. » , terdapat perubahan drastis nilai f{x)

S - padax = 0,
=3
v
Gambar 8 — 3

Ciri khas dari fungsi yang memiliki ketidaksinambungan berhingga (finite
discontinuity) adalah bahwa nilai fungsinya sama dengan limit salah satu
sisinya. Dalam contoh di atas, nilai {0) sama dengan lim f{(x) untik x =»0 dari
sisi kanan, yakni sama-sama + w.

* Fungsi f{x) dikatakan asinambung titik pada x = a jika fla) tidak
terdefinisi tapi lim f{x) untuk x — g terdefinisi. Kurva dari fungsi yang asinam-
bung titik pada x = « tampak seakan-akan sinambung, namun sesungguhnya
terputus karena pada x = a tersebut f{x) tidak terdefinisi. Titik di mana f{x)
tidak terdefinisi dinamakan “titik-yang-hilang” dalam fungsi yang ber-
sangkutan, '

Contoh :

P

1) Fungsi AAx) ='(x*.— 4)/(x — 2) asinambung titik pada x = 2 sebab f12)
tidak terdefinisi tapi lim f{x) untuk x =2 terdefinisi. :
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JIx)

A= (4 — 4)/(2 — 2) = 0/0 = tak
terdefinisi, Akan tetapi untuk x # 2, flix)
bisa disederhanakan menjadi

S0 fX) = (¢ + 20— 2)/(x—2) = (x + 2)
sehingga
lim fix}) = lim(x+ 2) =4

/ x-—+2 x—+2

Gambar 8 — 4

L9
o
[

_Kurva dari fungsi fx) = (¥ — 4)/(x — 2) tak lain adalah garis lurus
x + 2). ‘ ' ' -

Perhatikan Gambar 8—4, kurva fix) = (x* — 4)/(x — 2) terputus pada
kedudukan x = 2. Hal ini disebabkan karena tidak terdefinisinya f{2). Titik
(2,4 merupakan titik-yang~hilang dalam fix) = (x** — 4)/(x — 2).

2) Fungsi f(x) = (2 3 — 32)/(x + 4) asinambung titik pada x = — _ 4 sebab
J{— 4) tidak terdefinisi tapi lim fx) untuk x —+— 4 terdefinisi.
A— 4 = (32 — 32)/(— 4 "+ 4) = tak terdefinisi. Akan tetapi untuk
x #— 4, f{x) bisa disederhanakan menjadi Ax) = (2x — 8)(x + 4)/(x + 4)
= 2x—8). S
imfo) = fim @ =3 _ gy QX8+ o 6
Xx*—4x+—4(x+4 x—+—4 . (x+4
Kurva dari fungsi Ax) = (2 x* — 32)/(x + 4) tak lain .adalah garis lurus

(2 x — 8) dengan titik (— 4, — 16) sebagai titik-yang-hilang. Pembaca perlu
membuktikan hal ini dengan cara mencoba menggambarkan sendiri kur-

vanya,; substitusikan mlax-mlal (mlsa.lnya) x=—7—6— -5, — 4,5, —4,
— 35 —3,—2,—1,0, 1, 2 ke dalam persamaan j(x) (2 x* — 32)/
(x + 4! . s

Latihan Kesinambungan

Tentukan apakah fungsi-fungsi f{x) berikut sinambung untuk semua nilai
x ataukah asinambung pada kedudukan x tertentu. Jika asmambung, jelaskan
bentuk ketidaksinambungannya. - .

I. fix) = ISx‘ 24 x°, —le
2. fixy = & — 49)/(x +7)
3. = (2x —1/8)/(x — %)
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4. fix)= (x* —5x + 6)/(x—3)

5. fix) = 18/(x — 4y

6. fl) = Qe + e *)/3

7. flx) = x!

8 fix) = 2x/(3 —Xx) _

9. f) = (@ —3x —2x + 6)/(x—3)
10. fix) ='5 e’

8.6 PENERAPAN EKONOMI

Fungsi-fungsi dalam bisnis dan ekonomi banyak yang berbentuk fungsi
asinambung. Bahkan sesungguhnya sebagian besar dari fungsi yang ada
merupakan fungsi asinambung, terutama fungsi permintaan dan fungsi
penawaran untuk jenis-jenis barang tertentu yang unit atau satuannya selalu
diskrit (berupa bilangan bulat, tidak mungkin dipecah-pecah). Begitu pula
fungsi biaya dan-fungsi penerimaannya. Penyinambungan fungsi-fungsi yang
sesungguhnya asinambung atau diskrit .memungkinkannya untuk ditelaah
dengan berbagai alat analisis matematik. Namun demikian, dalam menafsirkan
hasil analisisnya, kita harus senantiasa mengingat ketidaksinambungan yang
tersirat. Sebagai contoh : meskipun secara matematik kita dapat menunjukkan
berapa biaya untuk memproduksi 325,6 unit mobil, secara ekonomi yang harus
kita permasalahkan adalah biaya untuk memproduksi 325 (atau 326) unit
mobil. Berikut ini ditunjukkan beberapa kasus fungsi asinambung dalam bisnis
dan ekonomi. ' -

Kasus 39

Andaikan pemherintah menetapkan sistem - pajak-pendapatan progresif
dengan ketentuan sebagai berikut : -

10% atas péndapatan di bawah Rp 2 juta per tahun

15% atas pendapatan antara Rp 2 — 5 juta per tahun

25% atas pendapatan melebthi Rp 5 juta per tahun.

Apabila pendapatan Kita lambanékan dengan Y dan jumlah pajak yang
dibayarkan adalah 7, maka fungsi pajak pendapatannya dapat dituliskan
sebagai :

=010Y 0< Y<2
T{ =015Y 2< Y< 5
=025Y . Y>5

Kurvanya ditunjukkan oleh Gambar 8-5. Perhatikan bahwa kurvanya asinam-
" bung di dua tempat, pada ¥ = 1,9999,..... dan pada'Y = 5,000..... 1.
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T{Rpjuta)
A

0.8
0.7

03 1

0.1 0

Wl o—— e —

- —> ¥ (Rpjuta)
0 1 2 3 4

Gambar 8 — 5

Kasus 40

Andaikan harga jual sebuah mobil Rp 27,5 juta. Jika Q melambangkan
jumlah mobil yang terjual dan'R melambangkan penerimaan penjualan dalam
jutaan rupiah, fungsi penerimaannya dapat dituliskan sebagai :

R =250 untuk Q@ = 1,2, 3, 4, ....... '

dan secara grafik ditunjukkan oleh Gambar 8-6 berikut.

R (Rpjuta)
A _
o Fungsinya diskrit, ddlam hal ini sarat
165,0 _ ) akan ketidaksinambungan, mengingat
137,54 . ° berlaku hanya untuk ‘bilangan-bilangan
1100 o bulat. Penjual tidak mungkin menjual
: . : (misalnya) 3,5 buah mobil atau memper-
825 oleh penerimaan sebesar Rp 96,25 juta.
55,0 o
27,5 e *

; . > 0
0 1”2 3 4 5 6 (jumlah mobil)- Cetie . -

Gambar §—¢6 -

Kasus 41

Seorang pedagang menjalankan kebijakan diskriminasi harga dalam pen-
jualan jeruk dengan termin sebagai berikut :
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Rp 900,00 per kg untuk pembelian sebanyak 5 kg atau kurang
Rp 850,00 per kg untuk pembelian lebih dari 5 kg tapi tak lebih dari 10 kg
Rp 750,00 per kg untuk pembelian lebih dari 10 kg.

Apabila harga total (= penerimaan bagi penjual atau pengeluaran bagi
pembeli) dilambangkan dengan Y dan jumlah jeruk dalam kilogram dilam-
bangkan dengan X, maka fungsinya dapat dituliskan sebagai : -

= 900X 0€ X< 5
Y{=850X §5< X< 10
= 750X X <10
Y (rupiah)
A
| [
l . l
8500 } .
, I
‘ . l
4500 1 _ | .
I |
| |
| | | X
0 5 10 15 — X (kg)

Gambar §—7

Dengan kebijakan harga semacam ini (pembedaan harga berdasarkan
jumlah pembelian, dalam ekonomi mikro disebut diskriminasi harga derajat
kedua), penjual dapat merangsang pembeli untuk membeli lebih banyak.
Dalam kasus ini membeli jeruk 11 kg lebih murah daripada membeli 10 kg.
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BAB 9
DIF ERENSIAL FUNGSI SEDERHANA

(R
o

. o R - B . .
‘:-;f., '3 o o ._’__.__‘,.‘_‘

D1ferens1al membahas tentang tlngkat perubahan suatu fungsx sehubungan
dengan perubahan kecd dalam variabel bebas fungsi yang- bersangkutan.

- Dengan diferénsial dapat pula  disidik* kedudukan-kedudukan khusus dari

fungsi yang sedang dipelajari seperti- titik maks;mum titik “belok dan titik
minimumnya — jika .ada. Berdasarkan manfaat—manfaatnya inilah konsep

diferensial meruadl salah satu‘alat analisis yang sangat penting dalam blsms dan’

ekonomi. Sebagaimana diketahui, analisis dalam’ bisnis dan ekonom1 sangat

. .akrab. dengan masalah perubahan penentuan tmgkat maks1mum dan tingkat
i'.;‘mmlmum _.Tf,,.;-},_,:.x.

[ . e . S TR . - .
5 ;.,[ . R S '~."v. i A T Y
,

5':,h5nya ‘satu’ var:abel bebas dalam persamaannya Pengertian. dlferenSIam,

hakekat denvatlf kaidah- kaxdah diferénsial,’ penggunaannya "dalam
penyidikan titik ekstrim sebuah fungsi dan penerapan ekonominya diuraikan di

sini. Diferensial ,untuk: fungsi yang mengandiing lebih dari satu variabel bebas

'_ (fungs: majemuk) dluralkan tersendm dl dalam bab sesudah dni, 5~ -

. 9.1

- . .
Y R .
R '

. ' T
- RN L W

KUOSIEN DIFERENSI DAN DERIVATIF

o - ) T - ]
Jika y = fix)dan terdapat tanibahan variabel bébas x sebesar A x (baca : .

“delta x”), maka bentuk persamaannya dapat dituliskati-menjadi.:
- 4 [ RN R S .‘-;_ . _if_”‘:."‘ T
‘ T L NPT LU P O R R

Bab 1m membahas dlferen51al yang menyangkut fungs: yang mengandung

9 I"l'n
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y = fix)

y+Ay= fix + A X
Ay=fix+Ax)—y
Ay=flx + A X)— )

di mana A x adalah tambahan x, dan A y adalah tambahah ¥ berkenaan dengan

~ adanya tambahan x. Jadi A y timbul karena adanya A x. Apabila ruas kiri dan

ruas kanan persamaan terakhir di atas sama-sama dibagi A x, maka diperoleh :

Ay _Sfix+ A x)—fx)
Ax Ax

Bentuk Ay/Ax inilah yang disebut dengan hasilbagi perbedaan atau kuosien
diferensi (difference quotient), mencerminkan tingkat perubahan rata-rata
variabel terikat y terhadap variabel bebas x.

Contch .

Tentukan kuosien diferensi. dariy = fix) = 3x2—x.

¥y = 3xi—x .
y+Ay =3 (x+Ax)2—(x + Ax)
y+ Ay = 3{x? + 2x(Ax) + (Ax)?} —x—Ax
y+Ay = 3x2 + 6x(Ax) + 3Ax)2—x—Ax
Ay = 3x2 + 6x(Ax) + 3(AX)2—x—Ax—y-
Ay = 3x2 + 6x(Ax) + ‘j(‘rl.’c)z——J\c—Ax-—:’ox2 + X
Ay = 6x(Ax) + 3(Ax)2—Ax
Ay = 6x(§x) + 3(Ax)2—Ax —6x +3Ax—1
Ax. . . Ax ' ' ) ‘

Proses penurunan sebuah fungsi, disebut juga proses pendiferensian atau
diferensiasi, pada dasarnya merupakan penentuan limit suatu kuosien diferensi
dalam hal pertambahan variabel bebasnya sangat kecil atau mendekati nol.
Hasil yang diperoleh dari proses dlferensmsx tersebut dmamakan turunan atau
derivatif (derivative). Dengan derikian,

jikay = j(x) o
v . A + _
maka kuosien diferensinya > =S : A X) jf(x)
Ax Ax
i A . x + A x) — fix
dan turunan fungsinya 0™ 27 - fim R ) — %)
: Ax -0 Ax .Ax —~0 Ax

Contoh :

Dari persamaan y=13 x2 —X
diperoleh kuosien diferensi Ay/Ax = 6 x+3Ax—1
(periksa kembali contoh kuosien diferensi sebelumnya)
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lm. . BAY L lim - (6x+3Ax—1)-—6x+3(0)—l— —1
,Ax-'O Ax , Ax-'O - o

3 Jadl turunan atau derwatlf dan fungSI y= 3 Xt —x adalah

' hm' Ay —6_.1' O y -— . S
Ax =0 _Alx )

. Al A
b AP T A SR U A R

Cara menuhskan turunan dan sesuatu fungsn dapat d:lakukan dengan
beberapa macam notasi ‘atau lambang Jlka fungsi aslmya y f(.\), maka
turunannya dapat dltuhskan ‘dengan ‘notasi-notasi

» . e Lot ,-I‘.‘: IV , e
e RS Syl 2 gy 2 1D AT
S R0 e T T :

[P
B

Semua card penuhsan di-atas sama arti dan maksudnya, yaltu melambangkan
turunan.dari y = ﬂx) terhadap x. Dalam hal A x sangat kecil,”

lim* - (A y/A x) A. y/A x:itu sendiri; sehingga:

Ax—0-. : : LR A ot
lim - ﬂ = y' sff=y. =10 = Y = d'fl('?) = - y.

. Ax =0 A i co T dx dXh . Ax

'.Déngia'n p‘erkataan lain, lﬁru’nan dari fungsi yang bersangku—tan adalah kuosien
_diferensinya sendiri. Sedangkan kuosien diferensi A y/A x ‘tak lain adalah
lereng (slope} dari gans atau kurva y= f(x)

Dan berbaga: macam notas1 turunan furigs1 yang dltunji_lkkan di atas,
. yang paling lazim digunakan jalah- bentuk ‘dy/dx (baca *deye deeks”, dan
bukan "deye bagl deeks" n.” '

;

9.2, KAiQAH-KAl'DA-Hfénir.Enzn'susig_‘ coo T

wo.

Secara’ umum, membenmk turiinan: ‘sébuah fung51 dapat dilakukan dengdn
‘cdra tétlebih dahihi menemukin kuosién-diférensinya, kemudian menentukan
limit kuosien diferensi tersebut untuk pertambahan variabel bebas mendekati

nol Jelasnya langkah langkahnya ada]ah sebagal benkut ' \

1. Andalkan fungsi aslinya ialah y = j(x) . L _;
2. Masukkan tambahan x dan tambahan ¥y untuk memperoleh
y + Ay = j(x +Ax) .
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3. Manipulasikan untuk memperoleh

Ay = fix + Ax) — fin)

4, Bagi kedua ruas dengan Ax sehingga diperoleh kugsien diferensinya
Ay _ fx) + Ax) — fix)
Ax Ax

5. Tentukan limitnya untuk A x —0, sehingga diperoleh turunan fungsinya
dy _ lim Ay _ lim Jix + Ax) — fix)
dx Ax—=0 Ax Ax—0 Ax '
[Perhatikan kedua contoh dalam Sub-bab 9.1 di depan secara berurutan].

Prosedur di atas jelas membosankan dan cenderung membuahkan hasil
yang tak seharusnya, terutama untuk fungsi-fungsi yang tidak sederhana.
Berikut ini disajikan sejumlah kaidah yang dapat digunakan untuk
menurunkan berbagai bentuk fungsi tertentu.

1. Diferensiasi konstanta

Jika'j) = k, di mana k adalah konstanta, maka ﬂ_ =0
. dx
Contoh : y = 5, _di_=0
dx
2. Diferensiasi fungsi pangkat
Jika ¥y = x -, di mana n adalah kpnstanta, maka _,di = nx" -l
' ' dx
Contoh : y = x3, _di=3x3-'=3x2
dx
3. Diferensiasi perkalian konstanta dengan fﬁngsi
Jikay = kv, di mana v = A(x), maka d_y i
ax dx
Contbh ¥y =5x3, _di =5@x%) = 15x2
dx
4. Diferensiasi pembagian konstanta dengan fungsi -
 Jikay = i, di mana v = A(x), maka d}_) (= dvidx
|4 dx . . y?
Comtoh:y= 5, &y __ 5Qx) _ 15x* ..

X3 dx = (x?)2 X6
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5. Diferensiasi penjumlahan (pengurangan) fungsi .

Jikay=u + v, dimanau = g{x)dan v = h(x).,

maka = & _ d_u + @
dx dx dx
Contoh : ,
y=4x2 4 x3 T misalkan 4 = 4x? =~ du/dx = 8 x
V=x—>dv/dxy = 3 x?
dy _ du + dv
dx dx ‘dx
S =8Bx 4+ 3Ix2

6. Diferensiasi perkalian fungsi PN
Jikay = uv,dimanau = g{¥)dan v = h(x),
dy dv dau

=u + v
dx dx dx

3
maka

Contoh : y = (4 x2)(x?) i
dy -y dv oy du -
dx dx dx
=(4x)3x) + (x)Bx) = 12 x4 +8x¢ =20x+*

7. D:ferensrasn pembaglan fungsn . S

Jikay = Z,dimanau = g(x) dan v— h(x)
v . .
vdu dv | o o
maka ¥ = dx dx ) )
dx v
Contoh:y = 4x*
x? :
a'u _ dv )
dy _ dx dx
dx v?

S OB —@xYBx7) _ 8xi—12x 4 _ .

(x?)2 S xs 0 x2
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9.

10.
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Diferensiasi fungsi kompaosit
Jika y = f(u) sedangkan 4 = g(x), dengan kata lain y = f{ g(x} }
maka @ _ . au
dx du dx
Contoh: y =(4x3 + 5)2 misalkanu = 4x? + §, sehingga y = y°
du/dx = 12 x? dy/du = 2 u

Q - dy du
dx du dx

2u(12x?) = 2(4x7 + 5X12x%)= 96x° + 120x?

Il

Diferensiasi fungsi berpangkat
Jika y = w, di mana u = g(x) dan n adalah konstanta,
maka_f{i’_. = nun ﬂ
dx dx
Contoh: y =(4x? + 5)2 . misalkanu = 4x* + § = du/dx = 12 x?
I L
dx dx

24x% + 5(12x%)= 96 x* + 120 x2

Kaidah ke-9 ini mirip dengan kaidah ke-8, dan memang merupakan kasus
khusus dari kaidah ke-8. Untuk kaidah ke-9 ini terdapat pula sebuah kasus
khusus; yakni jika ¥ = f{x}) = x, sehingga y = w~ = x», maka dy/dx =
nu ~! (yang tak lain adalah kaidah ke-2).

n

Diferensiasi fungsi logariimik

Jika y = @ log x, makad_y = L
dx xXlna
Contoh : y = 3 log 2, dy _ 1 _ 1
dx xlna 2In$

Diferensiasi fungsi komposit-logaritmik
dy _%loge du
dx u dx

Jika y = @ log u, di mana u = g(x), maka _

Contoh : y = log ," x__-—_3\

X+ 2/
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misalkany = ¥ —3 - du _(r+ 2)—(x—3) = >
{x + 2) dx (x + 2)2 x+ 2):2
dy _%loge du
dx ‘u dx
_ loge 5 __ Sloge _ Sloge
(X—-3)' {x + 2)? (x—3Nx +2) (x* —x—06)
Ax 4+ 2

12. Diferensiasi fungsi komposit-logaritmik-berpangkat
Jikay = (?log u) ", di mana u = g(x) dan n adalah konstanta,

j a
maka dy _ dy . loge gy )

. dx E u Ec

toh: y = (log5x?9)? '
Contoh: y = (log 5 x3) du

misalkan ¥ = S5x2 = ¥ = 10x
’ ' dx
Y~ 3(og5x7)* (103‘?) (10 %)
dx 5x2

- 3_0x(log5x2)lloge= i(longZ)l-loge

5x2 X

13. Diferensiasi fungsi logaritmik-Napier

Jika y = In x, maka fdf = i
dx x
Contoh:y = In 5, ‘_{Z=_l.=i
' dx X 5

Kaidah ini merupakan kasus khusus dari kaidah ke-10, yakni dalam hal
logaritmanya berbasis e. Ingat, bahwalnx= €logxdanlne= €loge
= 1. Jadi, jilkay = Inx = €logx, makady/dx = |/xlne = 1/x.
Kaidah ke-14 dan ke-15 berikut ini masing-masing merupakan kasus
khusus dari kaidah ke-11 dan ke-12, untuk alasan yang sama.
14, Diferensiasi fungsi komposit-logaritmik-Napier

Jikay ='Inwu, dimanau = g(x),.ma'k'a”fdf' -1 du

' dx ‘u -dx

Contoh: y = In (x;B)
x+ 2
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rﬁisalkaﬁu=('x__,3)*’ du _ 3
(x+2) dx {(x + 2)
dy _ 1 _x+2 5 5

dx u d (x=3) (x+2? (x’—x—6

5. Diferensiasi fungsi komposit-logaritmik-Napier-berpangkat

Jika y = (In u}», di mana ¥ = g(x) dan » adalah konstanta,
maka Q = d_y l__‘ du.
dx de u dx

du

- Contoh: y =(InS5 ,-\‘2)‘3 misalkan ¥ = 5 x2 ~ = 10x
’ dx
Y _30n5xy)? (L) 100 = & (nsx):
dx ' 5 x? X
16. leerenSIaS| fungS| ekspnnens;al
Jikay = aJr di mana « adalah konstanta, maka "7 __ @ a<Ina
. dx
Contoh : y = 5%, Q=a’lna=5‘1n5
. dx ¥ .
Dalam hadl y = e*, maka dy/dx = e~ juga, sebablne = 1,
17. Diferensiasi fungsi komposit-eksponensial
Jikay = ¢¥,di manau = g(x}, maka Q =a" Ina au
dx dx
Contoh: y = 9u’s misalkan ¥ = 3 Jr_2 —4 — du__ 6 x
dx
i =a“Ina du
dx . . dx '~
= 9% (In9)(6 x) = 6x9 »14n 9
Kasus khusus dalam hal y = e», maka .=~ dy = e¥ _du
- dx' dx :

Kaidah ke-16 sebelumnya sesungguhnya juga merupakan kasus khusus
dari kaidah ke-17 ini, yakni dalam hal ¥ = g(x} = x.

18. Diferensiasi fungsi kompleks

Jikay = «*,dimana v = g(x)dan v = h(x),
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maka Q = vt ﬁ +u . lnu. ﬂ

dx dx . dx

Penentuan dy/dx dari y = w * ini dapat pula dilakukan dengan jalan
melogaritmakan fungsi atau persamaannya, kemudian mendiferensiasikan
masing-masing ruasnya. Perhatikan :

¥ =u

Iny = vinu

Ld_y = vi‘_du + Inu av

y dx’ v dx dax

b _. (v Lo oy @ } uv mengingat y = u*
dx u dx dx . .

dy. = yuri- du +u".ln‘u,£

dx dax dx

Berbagai fungsi aljabar yang kompleks bisa lebih mudah didiferensiasikan
‘dengan langkah-langkah seperti di atas.

Contoh :

) y=4x° _
misalkanu = 4x — dusdx =4
v=x' — gdv/dx = 3x?

a’_y v, ‘f_’ + w o lnu. f

dx ax Codx
= (x)4x M {4 +4x"Indx(3x?)
= 16x77+2 4 12x« 2 Indx

=4x"" (4 +3n4x

2)_y=xlr2¢n]
misalkanu = x — du/dx =1
v=(x2+ 1)3 = dv/dx=6x(x2+ 1)?
fZ = vu"".ﬂ_+u"lnu. dv

dx ‘ dx dx

(x2 + 1)rxe?=w?=i() + xo? 0 Inx {6x(x? + 1)2}

(2 + Daxetonioiy Gxetin®oixr 4 )2inx
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= (x*+ Drxe?+0’s0 {(x2 + Dx? + 6Inx}

Ny=xT :
. misalkan & = x == du/dx =1 ‘
v=gix = dv/dx=2e?%
i = yy+! .Eu_-+ uvinu dv
dx dx dx

errxe? () + xe' Inx(2e2v)

=xe™er(l + 2xInx)

19. Diferensiasi fungsi balikan

20.

Jika y = flx) dan x = g(») adalah fungsi-fungsi yang saling berbalikan

(inverse functions), maka dy = 1 _
' N dx dx/dy
Contoh : ‘ '
) x=5y+ 0,5 y*
R L. AR FUN ¢ S SO
dy dx dx/dy
D x=InQ2y> + y?)
cdx _6yr+2y | dy _ 1 2y yr_2yr+y

dy 2yy 4+ y2.  dx , dx/dy=*6y1+2y 6y + 2
Diferensiasi implisit

Jika’ fix, ) = 0 merupakan fungsi implisit sejati (tidak mungkin
dieksplisitkan), dy/dx dapat diperoleh dengan mendiferensiasikannya suku

_demi suku, dengan menganggap ¥ sebagai fungsi dari x.

Contoh :

1) 4xy? —x? + 2y = 0, tentukan dy/dx !
8xy Y yayi_2xe2 P g
' dx dx

@xy+2 Y - 2x—4y2.
- dx

dy _ 2x—4y? - x—2p?
dx 8xy+_2 4xy + 1
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Dalam contoh ini 4 xy? diperlakukan sebagai perkalian dua buah fungsi x,

 kemudian didiferensiasikan dengan menggunakan kaidah perkalian fungsi
(kaidah ke-6). Jadi, ¥ = 4 xdan v = )*, diperoleh du/dx = 4 dan dv/dx
= 2 y(dy/dx), sehingga d(uv)/dx = u(dv/dx) + v(du/dx) = 8 xy(dy/dx)
+ 4 y*. Adapun dy/dx dari — x* ialah — 2 x, sedangkan dy/dx dari 2 y
ialah 2(dy/dx).

2) x2y —er—e» = 5, tentukan dy/dx !

x? dy +2xy—er—er ﬂ’ =0
dx dx
(x? e!)_d)_'__=ex 2 xy
dx

dy _ex—2uxy

dx xXt— v
Selain keduapuluh kaidah yang diuraikan di atas, masih terdapat beberapa

kaidah lagi yang tidak dibahas di dalam buku ini, yaitu kaidah-kaidah diferen-
siasi untuk fungsi trigonometrik dan fungsi hiperbolik.

Latihan Diferensiasi Dasar

Tentukan dy dari fungsi-fungsi di bawah ini.

dx
l.y=2x'—4x2 + Tx—35
2. y=9—3x7+ 6x=
.y=(x1—4)2x—6)

4. y=Q3x2—xQ2 + x)
5.y = xr—4
"2x—6
6.y=0x1—x (_5x+v2)
- : b'e

7Z2y=05x+12—2x"1)3.
Sx +2 ) 2
X

8.y=(
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PECIE

e _—,:'.; 9;: loé ( x + 2)
: . x—13

‘10. y= log‘(xi—'!)3

M.p=mn X*2,

x—3

12. y = (In4 x3)?

13. y = 10-¢e*
14, y = In2x
e.!

15. y = x2ext+sx-3

16. y = 2x7"

; I“I.'x=—4y+'8'_—_y-2 S |
18. x=In(5y2—4y)
19, xy — x2 + y2 = -8§7

20 eyt —ex + £y = 0

9.3 HAKEKAT DERIVATIF DAN DIFERENSIAL

Dalam Sub-bab 9.1 telah dijelaskan perbedaan, sekaligus kesamaan, an-
tara kuosien diferensi dan derivatif sebuah fungsi. Kuosien diferensi A y/A x tak
lain adalah lereng dari kurva y = f{(x). Sedangkan derivatif dy/dx adalah lim
(Ay/Ax) untuk Ax—0. Jika A x sangat kecil, lim (Ay/Ax) = Ay/Axitu

Ax—+0 ’
sendiri, dengan perkataan lain derivatif fungsi yang bersangkutan sama dengan
kuosien diferensinya (dy/dx = Ay/Ax). Jadi, untuk Ax yang sangat kecil,
derivatif (seperti halnya kuosien diferensi) juga mencerminkan lereng dari kur-
vay = f(x). Uraian mengenai diferensial berikut ini akan semakin memperjelas
makna tentang derivatif, serta mempertajam pemaliaman akan ketiga konsep
yang saling berkaitan : kuosien diferensi, derivatif dan diferensial.

Notasi derivatif dy/dx sesungguhnya terdiri atas dua suku, yaitu dy dan
dx. Suku dy dinamakan diferensial dari y, sedangkan dx merupakan diferensial
dari x. Diferensial dari x (dx) mencerminkan perubahan sangat kecil pada
variabel bebas x.
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Adapun diferensial dari y(dy) mencerminkan taksiran perubahan pada
variabel terikat y berkenaan dengan perubahan sangat kecil pada variabel
bebas x. Diferensial dari variabel terikat sebuah fungsi sekaligus merupakan
pula diferensial dari fungsi yang bersangkutan, yakni hasilkali derivatifnya
terhadap perubahan pada variabel bebas.

Berdasarkan penjelasan mengenai masing-masing dx dan dy di atas, maka
derivatif dy/dx tak lain adalah lereng taksiran (approximated slope) dari kurva
¥ = JIx) pada kedudukan x tertentu. Lereng yang sesungguhnya (the true slope)
adalah kuosien diferensi Ay/Ax. Lereng taksiran ini dapat lebih besar (over
estimated) dari, atau lebih kecil (under-estimated) dari, atau sama dengan
lereng sesungguhnya. Hal ini tergantung pada jenis fungsinya dan besar
kecilnya perubahan pada variabel bebas.

Untuk fungsi y = f{x) yang linear, lereng taksiran senantiasa sama dengan
lereng sesungguhnya, berapapun Ax. Dengan perkataan lain, derivatif fungsi
linear tak lain adalah kuosien diferensinya, dy/dx = Ay/Ax. Berapapun
Ax(= dx), akan selalu dy = Ay, sehingga dy/dx = Ay/Ax.

y

A

y = fx)

perubghan x = Ax
perubahan y = Ay
diferensial x = dx

dy ‘diférensial y=2dy o
- Kkuosien diferensi = iy_
Ax dy Ay
derivatif = ﬂ_ dx ax
g
0 - ”}

Ga_mbar 9.1
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Untuk fungsi y = f{x) yang non-linear, semakin besar A x semakin besar
pula perbedaan antara lereng taksiran (derivatif, dy/dx) dan lereng sesung-
guhnya (kuosien diferensi,.A y/Ax). Dengan Ax yang semakin besar, semakin
besar pula perbedaan antara dy dan Ay, sehingga kian besar pula perbedaan
antara dy/dx dan Ay/Ax (ingat : dx = Ax). Sebaliknya, semakin kecil Ax
semakin kecil pula perbedaan antara lereng taksiran dan lereng sesungguhnya.
Dan jika Ax sangat kecil (Ax ~0), lereng taksiran akan sama dengan lereng
sesungguhnya (kalaupun terdapat perbedaan, nilainya sedemikian kecilnya
sehingga boleh diabaikan).

B 4
[
= d_v
Ay = A_V
"dx
- »X (- X
@ (b)
Gambar 9—2

Gambar 9-2(a) menunjukkan léreng taksiran yang "over-estimated”:
dy > Ay sehingga derivatif (dy/dx) > kuosien diferensi (4 y/A x). Sedangkan
Gambar 9-2(b) memperlihatkan lereng taksiran yang “under-estimated”;
dy <Ay sehingga derivatif (dy/dx) < kuosien diferensi (A y/Ax). Kedua gambar
di atas membuktikan bahwa’ jika Ax =0 maka dy/dx = Ay/Ax. Dengan
demikian, penggunaan diferensial sebagai penaksir perubahan suatu fungsi —
berkenaan dengan perubahan kecil dalam variabel bebas fungsi yang ber-
sangkutan — cukup-dapat dipertanggungjawabkan, Inilah yang mendasari
penerapan aljabar kalkulus dalam analisis bisnis dan ekonomi yang me-
nyangkut unsur perubahan.

Contoh :

Andaikan y = 3 x2— 4 x + 5 dan ingin diketahui serta dibandingkan nilai
dy dan nilai A y untuk Ax = 0,0001 dari kedudukan x = 2.
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Y o ex—4=6Q2)—4=8 dy = % ax = 8(0,0001) = 0,0008

dx ’ dx
Ay = fix + Ax) — fix)
= 3x + Ax)) —4(x + Ax) + 5—(3x* —4x + 5)
= 3(2 4+ 0,0001)* — 4(2 + 0,0001) + 5 —3(2)* + 4(2) — 5§ = 0,0008

Dalam contoh ini, untuk x = 2 dan Ax = 0,0001 ternyatady = Ay = 0,0008,
konsekuensinya dy/dx = Ay/Ax = 8. Berarti lereng taksirannya persis sama
dengan lereng yang sesungguhnya.

Seandainya soal di atas diubah sedikit, katakanlah x = 2 tetapi
Ax = 0,0005, maka :

dy = Y _Ax = 8(0,0005) = 0,004
dx

Ay = 3(2 + 0,0005)2 —4(2 + 0,0005) + 5—3(2): + 42) — 5 = 0,004
Sekali lagi, dy = Ay dan dy/dx = Ay/Ax.

Sekarang misalkan Ax = 0,001 dan tetap x = 2, maka :

dy = 8(0,001) = 0,008

Ay =32 + 0,001)2 — 4(2 + 0,001) + 5—3(2)2 + 4(2) — 5 = 0,008003
Kali ini terdapat sedikit perbedaan antara dy dan Ay, yaitu sebesar 0,000003.
Akan tetapi perbedaan sedemikian kecilnya sehingga boleh diabaikan. (Jika
kita menggunakan bilangan tiga desimal, perbedaan tersebut akan hilang
dengan sendirinya, dy = Ay = 0,008). Dalam kasus ini, dy <Ay berarti lereng
taksirannya "under-estimated”.

Contoh matematis di atas mendukung bukti geometris sebelumnya, bahwa

. jika Ax =0 maka dy/dx = Ay/Ax.

9.4

DERIVATIF DARI DERIVATIF

Tergantung pada derajatnya, sesungguhnya setiap fungsi dapat -
diturunkan lebih dari satu kali. Dengan perkataan lain, turunannya masih bisa
diturunkan lagi. Turunan pertama (first derivative) sebuah fungsi adalah
turunan dari fungsi awal atau fungsi aslinya. Turunan kedua (second
derivative) sebuah fungsi adalah turunan dari turunan pertama, turunan ketiga
(third derivative) adalah turunan dari turunan kedua, dan seterusnya.

fungsi awal :y = fx)

y.vE f.r(x)E d}’ = dﬂX)

turunan pertama : = pdhitid _
dx dx
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— d’y - d‘f(x)
dx? dx

turunan kedua : y"= f(x)=

L L= fl If(x) = 2 - dsf(x)

turunan ketiga
. dx® dx’

Ty Ef’(x)E @ = dﬁ)

turunan ke-n
- dx” dxr

Contoh : .
y=fx)=x—4x2 +5x—17
y =dy/dx=3x*—8x+ 5
y'=d*y/dx? = 6x—38

y'' =dy/dx’ =6

yY =dyldxs = 0

Derivatif yang diperoleh dari derivatif sebuah fungsi dinamakan derivatif
berderajat lebih tinggi (higher-order derivatives). Derivatif pertama dan
derivatif kedua sangat bermanfaat untuk menelaah fungsi yang bersangkutan.
Sebagaimana akan ditunjukkan di dalam sub-bab berikut, besar kecilnya harga
atau nilai derivatif pertama dan derivatif kedua dapat digunakan untuk menen-
tukan’ posisi-posisi khusus dari kurva fungsi {non-linear) yang bersangkutan.

HUBUNGAN ANTARA FUNGSI DAN DERIVATIFNYA

Pendekatan kalkulus diferensial amat berguna untuk menyidik bentuk
gambar suatu fungsi non-linear. Dengan mengetahui besarnya harga dari
turunan pertama {(first derivative) dan turunan kedua (second derivaiive)
sebuah fungsi, akan dapat dikenali bentuk gambar dari fungsi tersebut. Secara
berurutan seksi-seksi berikut akan membahas hubungan antara fungsi non-
linear dan derivatif pertamanya, guna mengetahui apakah kurvanya menaik
ataukah menurun pada kedudukan tertentu; hubungan antara fungsi parabolik
dan derivatifnya, guna mengetahui letak dan bentuk titik ekstrimnya
(maksimum atau minimumy); serta hubungan antara fungsi kubik dan derivatif-
nya, guna mengetahui letak dan bentuk titik ekstrim serta letak titik beloknya.
Akan tetapi sebelum semmua itu, marilah kita perhatikan hubungan secara
umum antara sebuah fungsi dan fungsi-fungsi turunannya.

Berdasarkan kaidah diferensiasi, dapat disimpulkan bahwa turunan dari
suatu fungsi berderajat "n” adalah sebuah fungsi berderajat "»#-1”. Dengan
perkataan lain, turunan dari suatu fungsi berderajat 3 adalah sebuah fungsi
berderajat 2; turunan dari fungsi berderajat 2 adalah sebuah fungsi berderajat
I; turunan dari fungsi berderajat 1 adalah sebuah fungsi berderajat 0 alias
sebuah konstanta; dan akhirnya, turunan dari sebuah konstanta adalah 0.
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Contoh: = - O T
Y=L} =Y x3—d4x2 + 12x=-5....7 ..., .. fungsi kubik
Y iEsdyde = xr 8 x 412 e fungsi kuadrat
S Yi=sdiydxr =28 fungsi linear
Yii=dvyldxd =2, o konstanta
_ (Perhatikan pengurangan -derajat fungsi pada masing-masing turunan-
nya).

9.5.1 Fungsi Menaik dan Fungsi Menurun

Derivatif pertama dari sebuah fungsi non-linear ciapat digunakan untuk
menentukan apakah kurva dari fungsi yang bersangkutan menaik ataukah
menurun pada kedudukan tertentu. Dalam kasus khusus, derivatif pertama
dapat pula menunjukkan titik ekstrim sebuah fungsi non-linear.

" Dalam Sub-bab 9.3.telah. dijelaskan bahwa derivatif pertama dari fungsi

Y = fIx), yakni f'{(x),-tak lain adalah lereng (taksiran) dari kurva yang mencer-
.Jminkan fungsi y = f{x). Berarti untuk ¥ = flx) pada kedudukan tertentu
x = @, f'(g) merupakan lereng kurva y = f{x) padd kedudukan x = a. Positif
negatifnya nilai f'(a) akan menentukan menaik atau menurunnya fungsi

¥ = fix) pada x = a.

e L. e

Jika derivatif pertama f'(a) > 0 (lereng kurvanya positif pada x = a),
maka y = f(x) merupakan fungsi menaik pada kedudukan x = a' yakni
Y = f{x) menaik manakala x bertambah sesudah x = 4, Sedangkan jika
derivatif pertama f'(a) <0 (lereng kurvanya negatif pada x = @), maka y =

. Six} merupakan fungsi menurun pada kedudukan x = a yakni y = fx)
menurun manakala x bertambah sesudah x'= a. _ )

0
o .
yooo. : . n s : SRS
4 Lo N i ra 1 .

lereng nal v i

. 7 =)
. lereng negatif
fungsi menurun

' lereng positif
fungsi menaik

TR

0 ' AR ~ = . > X

Gambar 9—3
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Uji Tanda. Apabila derivatif pertama f'(x) = 0, berarti y = J0¥) berada di
titik ekstrimnya. Guna menentukan apakah titik ekstrim tersebut merupakan
titik maksimum ataukah titik minimum, perlu dilakukan uji tanda terhadap
S'(@) = 0. Jika f'(x) > .0 untuk x <a dan f'(x) <0 untuk x > a, maka titik
ekstrimnya adalah titik maksimum. Sedangkan jika f'(x) <0 untuk x <a dan
J'(x} > Ountuk x > a, maka titik ekstrimnya adalah titik minimum.

Contoh :

Tentukan apakahy = flx) = i x®* —4x* + 12x—5 merupakan fungsi
menaik ataukah fungsi menurun pada.x = 5 dan x = 7. Selidiki pula untuk
x =6, '

f’(x)=x’~—8x+12_- . i -

=f'(5) =5 —8(5) + 12 = — 3<0, berarti y = f(x) menurun padax = 5

=f'(7) =7 —8(7) + 12 = 5 > 0, berarti y = f{x) menaik padax = 7

—=JS'(6) = 6 — 8(6) + 12 = 0, berarti y = f{x) berada di titik ekstrim pada
x = 6; karena f'(x) <0 untuk x< 6 dan f'(x) > Ountuk x > 6, titik ekstrim
pada x = 6 ini adalah titik minimum. ; -

[Apabila diselidiki lebih lanjut, sesungguhnya f’(x) < 0 hanya berlél;u untuk in-
terval 2 <x <6. Pada kedudukan x = 2, y = f(x) berada di titik ekstrim yang
lain, yaitu titik maksimum. Buktikan !]

9.5.2 Titik Ekstrim Fungsi Parabolik

Dalam hal y = f{x) adalah sebuah fungsi parabolik, derivatif pertama
berguna untuk menentukan letak titik ekstrimnya, sedangkan derivatif kedua
bermanfaat guna mengetahui jenis titik ekstrim yang bersangkutan. Perhatikan
fungsi- parabolik berikut dan turunan-turunannya, serta hubungan mereka
secara grafik. .

Yy =fx)=x*—8x+12........ y :. ............ fungsi parabolik
Y =) =dy/dx =2x—8 .. ... . fungsi linear
Y=L )=y =2 feaens konstanta

Parabola y = x*— 8 x + 12.mencapai titik ekstrim — dalam hal ini titik
minimum yaitu (4, -4) — tepat pada saat turunan pertama dari fungsi parabolik
tadi-(yakni fungsi linear y* = 2 x — 8) sama dengan nol. Pada y' = 0, nilai
variabel bebas x = 4, dan parabola tersebut mencapai titik ekstrimnya — yaitu
pada kedudukan x = 4 dan y = -4. Nilai ¥ = -4 untuk fungsi parabolik ini

_dipcroleh melalui substitusi x = 4 ke dalam persamaan parabolanya.
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o r = — 8+ 12

' =2x—8

Gambar 9—4

. Berdasarkan percobaan di atas, maka — selain dengan cara tradisional
seperti yang diuraikan di dalam Seksi 7.1.5 di depan — penentuan titik ekstrim

. suatu fungsi parabolik dapat pula dilakukan dengan pendekatan diferensial.
Absis dari titik ekstrim fungsi parabolik y = f(x) adalah x pada y' = 0,
sedangkan ordinatnya adalah y untuk x pada y' = 0. Kemudian untuk
mengetahui apakah titik ekstrimnya berupa titik maksimum ataukah titik
minimum, dengan kata lain untuk mengetahui apakah parabolanya terbuka ke
bawah ataukah terbuka ke atas, dapat disidik melalui turunan kedua dari

. fungsi paraboliknya yaitu y”. Apabila y” <0, bentuk parabolanya terbuka ke
bawah, titik ekstrimnya adalah titik maksnmum Sebaliknya jika ¥” > 0, ben-
tuk parabolanya terbuka ke atas, titik ekstnmnya adalah titik minimum, Jadi,

ringkasnya :
" ® _Parabold y = f{x) mencapai titik ekstrim paday’' = 0
—+ jikay” <0 .: . Dbentuk parabolanya terbuka ke bawah,
: : titik ekstrimnya adalah titik maksir_num
— jikay” > 0: bentuk parabolanya terbuka ke atas,

titik ekstrimnya adalah titik minimum

Contoh :

1) Andajikan y =-x2.+ 6x—2
maka y' =-2x+6
y' = -2‘<0
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Karena y” <0 maka bentuk parabolanya terbuka ke bawah, titik ekstrim-
nya adalah titik maksimum.
Koordinat titik maksimum :

Syarat y maksimum:y' =0 —=-2x+6=0, x=3 } Q.

untukx =3 =y =-(3)2+63) —2 =7

f

8} 3.7

+ 6x—2

5\

| '\‘_

Gambar 9—5

2) Andaikan y=x2—4x+ 8
maka y'=2x-—4
. yr=2 > 0 .
Karena y" > 0 maka bentuk parabolanya terbuka ke atas, tmk ckstrimnya
adalah titik minimum.
Koordinat titik minimum :
syarat yminimum : y' =0 - 2x—4=0, x=2 1(2 8

untukx =2 =+ y=22_4(2) + 8 = 4
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PyY=X —4x'+8

"
s

Gambar 9—6-

\ -

9.5, 3 Tlllk Ekstrim dan Tltik Belok Fungsl Kubik

Titik maksnmum dan tmk minimum suatu fungsx kubik (jika ada), serta
titik beloknya, dapat dicari melalui penelusuran terhadap, derivatif pertama
dan derivatif kedua dari fungsinya. Derivatif pertama berguna untuk menen-
tukan letak -titik(—titik) ekstrimnya, sedangkan derivatif kedua bermanfaat
guna mengetahui jenis titik(-titik) ekstrim yang bersangkutan dan menentukan

_ letak titik beloknya. Perhatikan fungsi kubik berikut dan turunan-turunannya, .

a hubungan mereka secara graf’ k. LT JEREN “\
RSN y—'/sx’—3x’ +8x-—-—3 .......... l.'...\fungmkub:k bom
e pl=xr—6x+ 8 .00, e v.% ... fungsi kuadrat parabolxk
bty =-2x—'6,-.-....f.,',.."....'.'......-.-..,...'.. fungsnhnear

Jlkay = 0, x=—6x+8-0 (x—2)(x-—-4)—0- x,—z X, =4

Untukx x, =2 Co
'/3(2)’—3(2)1+8(2)—3—367 e
S [fungs: Kubik y = fix) berada di titik ekstrim maksmmm]
T = y"= 2(2) — 6= -2 <0 [derivatif kedua negatif]

“Untukx = x, = 4
- y= l/3(4)3—3(4)2 + 84)—3=23
[fungs1 kublk ¥ = flx) berada di titik ekstrim mxmmum]
y = 2(4) — 6 = 2 >0 [denvatlf kedua pOSltlf]
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Jikay” = 0, 2x—6=0—->x=3
-+ - ¥y=4h3)3—-33):+83)—3=3
[fungsi kubik y = f{(x) berada di titik belok]
=+ y' ' =32—6(3) +8=-1
[derivatif pertama berada di titik ekstrim, dalam hal ini titik minimum]

Jadi, fungsi kubik y = ¥ x3 — 3 x2 + 8 x— 3 berada di:
titik maksimum pada koordinat (2; 3,67)
titik belok pada koordinat (3; 3)
titik minimum pada koordinat (4; 2,33)

y =x—6x+8

- "j Gambar 9—7

Perhatikan gambar di atas. Fungsi kubik y = f{x) mencapai titik ekstrim
maksimum ketika derivatif pertamanya y’ = f'(x) = 0 dan derivatif keduanya
»" = f"(x) <0, mencapai titik ekstrim minimum ketika y’ = f'(x) = 0 dan
y" = f"x) > 0, serta berada di titik belok ketika y” = f"(x) = 0. Secara
umum, meskipun tidak semua fungsi kubik mempunyai titik ekstrim, dapat
disimpulkan bahwa :

® Fungsi kubik y = f(x) mencapai titik ekstrim pada y’ = 0
— jika y” <0 pada y’' = 0, maka titik ekstrimnya adalah titik maksimum
— jikay” > Opaday’ = 0, maka titik ekstrimnya adalah titik minimum

* Fungsi kubik y = f(x) berada di titik belok pada y”" = 0

Contoh ;

Tentukan titik ekstrim dan titik belok fungsi kubik
Y=-x*+ I5x2—48 x.
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y=-x3+15x2—48x +y' ' =-3x?2 + 0x—48 — y" =
Syarat y ekstrim: y' = 0, 3x?+30x—48=0 +x, =2, x,

x=2 > y=-8+60—96=-44
} minimum (2, -44)

b,
.
L |
L
v
™

maksimum (8, 64)

y'=-12+30=18> 0
x=8 = y=-512 + 960 — 384 = 64
y* = -48 + 30 = -18 <0

Syarat titik belok : " = 0 *x = 5
} titik belok (5, 10)
xX=5 -+ y=-125 + 375—240— 10

Latihan Diferensiasi Lanjut

I. Andaikany = 2x? —4x2 + ‘7 x — 5. Tentukan apakah dy/dx " over-esti-
mated” ataukah "under-estimated” sebagai penaksir Ay/Ax pada x = 3
untuk Ax = 0,02.

2. Andaikan y = (x? — 4)/(2 x — 6). Bandmgkan dy/dx terhadap A y/Ax
pada kedudukan x = -5 untuk Ax = 1.

3. Tentukan d? y/dx? untuk :
(@ y=2x'—4x*+7x—5
B y=9—3x1+6x2
© ¥ = (x* — 4)2x— 6) S
(D y=0Cx2—x)(2 + x) N

4. Tentukan 4? y/dx? untuk : ~
@y=06x+12—2x1)3 A\l
é‘}"‘
'y
M y= X+ 2y N
X / /

(c) er —xex = (

Dy=Vx+ Vx+ \;Tr

5. Tentukan apakah y = 0,5 x? — 4 x + 15 merupakan fungsi menaik
ataukah fungsi menurun pada x = 3.danx = 6. :

6. Tentukan apakah y =2x?'—4x? + 7x— 5 merupakan fungéi menaik
" ataukah fungsi menurun padax = 3 danx = 6.
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7. Tentukan letak dan jenis titik ekstrim parabola ;
@y=05x—4x+ 15
(b) y=3x2—30x + 77
(c) y=-4x2 +.32x—57
(dy=-5x2+30x—35

8. Tentukan letak dan jenis titik ekstrim parabola y = x?, serta perpotongan-
nya pada sumbu -x dan sumbu -y.

9. Tentukan titik ekstrim dan titik belok fungsi kubik :
(@ y=x"—9x2 + 15x + 40
(b y =-2x% + 18 x2untuk x > 0

10. Tentukan titik ekstrim dan titik belok fungsi kubik y = x* — 27 x. Kemu-
dian jelaskan apakah fungsinya menajk ataukah menurun pada x = -4,
X=-2,x=2danx = 4.

9.6 PENERAPAN EKONOMI

Teori diferensial amat lazim diterapkan dalam konsep elastisitas, konsep
nilai marjinal dan konsep optimisasi. Dalam kaitannya dengan konsep
elastisitas, pada sub-bab ini secara berurutan akan dibahas peherapan diferen-
sial dalam penghitungan elastisitas berbagai variabel ekonomi. Sedangkan
dalam kaitannya dengan konsep nilai marjinal dan konsep optimisasi, akan
dibahas penerapan diferensial dalam pembentukan fungsi atau penghitungan
nilai marjinal dari berbagai variabel ekonomi; serta penentuan nilai optimum
dari fungsi atau variabel yang bersangkutan. Kemudian akan dibahas pula
hubungan antara nilai total, nilai marjinal dan nilaj rata-rata dari fungsi biaya
dan fungsi produksi. ' '

9.6.1 Elastisitas

Elastisitas dari suatu fungsi y = Ax) berkenaan dengan x dapat
didefinisikan sebagai :

n="2 _lim By _-dr x

Ex Ax =0 {(Ax/x) dx Yy

Ini berarti bahwa elastisitas y = f{x) merupakan limit dari rasio antara
perubahan relatif dalam y terhadap perubahan relatif dalam x, untuk
perubahan x yang sangat kecil atau mendekati nol. Dengan terminologi lain,
elastisitas y terhadap x dapat juga dikatakan sebagai rasio antara persentase
perubahan y terhadap persentase perubahan x.



Diferensial Fungsi Sederhana . : 221

fa) Elastisitas Permintaan -

Elastisitas permintaan (istilahnya yang lengkap : elastisitas harga-
permintaan, price elasticity of demand) ialah suatu koefisien yang menjelaskan
‘besarnya perubahan jumlah barang yang diminta akibat adanya perubahan
harga, Jadi, merupakan rasio antara persentase perubahan jumlah barang yang
diminta terhadap persentase perubahan harga. Jika fungsi .permintaan
dinyatakan dengan-Q, = f(P), maka elastisitas permintaannya :

"

_%AQ - EQ _ = lim = B0/Q) _ a, P
WwAP ' EP AP =0 ‘AP/P) dP Q,

di mana dQ,/dP tak lain adalah Q’, atau f'(P)

Permintaan akan suatu barang dikatakan bersifat elastik apabila
Indl > 1, elastik-uniter jika |ng| = 1, dan-inelastik bila |n|- < 1. Barang yang
permintaannya elastis mengisyaratkan bahwa jika harga barang tersebut
- berubah sebesar. persentase tertentu, maka permintaan terhadapnya akan
berubah (secara berlawanan arah) dengan persentase yang lebih besar daripada
persentase perubahan harganya. :

Kasus42 : A S 3 -

Fungm permmtaan akan suatu barang dltun]ukkan oleh ptrsamaan Q,
=25—3 P2, Tentukan elastisitas permintaannya pada tingkat harga P = 5.

Q,=25—3p ng="2% F _¢p. _ P

| P Q, 25 — 3 P2

0,= 9% _¢p | = —6(5). O = 3 (elastik)
ap 25 — 15 :

"Td 3 berarti’ bahwa apablla darl kedudukan P= . 5, harga nalk {turun)
sebesar 1 persen maka jumlah barang yang diminta akan berkurang (bertam-
bah) sebanyak 3 persen. _‘

Kasus 43

Permintaan akan suatu barang dicerminkan oleh D = 4 — P, di mana D
. melambangkan jumlah barang yang diminta dan P adalah harganya per unit.
H:tung!ah elasnsltas permmtaannya pada tmgkat harga pP=1 dan pada tingkat
permintaan D = 3.

D=4—P - D' =dD/dP = -]
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DR

PadaP=3,D=4—3=1 —=ng= 92 P _ 1 3 _ 3 asik
. dP D L
PadaD=3P=21 wng= 9 P ;L (inelastik)
| D 3 *

Cstaian:

Dalam konsep elastisitas permintaan, yang dipentingkan adalah besarnya
angka hasil perhitungan; apakah angka tersebut lebih besar dari ataukah sama
dengan atau lebih kecil dari satu; yakni untuk meneniukan apakah sifat per-
mintaannya elastik, elastik-uniter, atau inefastik. Sedangkan tanda di depan
hasil perhitungan (seandainya negatif) dapat diabaikan, karena hal itu sekedar
mencerminkan berlakunya hukum permintaan bahwa jumlah yang diminta
bergerak berlawanan arah dengan harga. - . -

. (b) Elastisitas Penawaran - - Ce ’

Elastisitas penawaran (istilahnya yang .lengkap : . elastisitas harga-
penawaran, price elasticity of supply) ialah suatu koefisien yang menjelaskan
besarnya perubahan jumlah barang yang ditawarkan berkenaan adanya
perubahan harga. Jadi, merupakan rasio antara persentase perubahan jumlah

barang yang ditawarkan terhadap persentase perubahan harga. Jika fungsi

penawaran dinyatak;m dengan Q = f{P), maka elastisitas penawarannya :

.= WOAQS = EQ:,":_-_ lim (A Q:/Qs) — dQ.f . £
%AP EP AP -0 (AP/P) dPp  Q,

" Ng

di mana dQ /dP tak lain adalah Q’, ata’gf "(P).

Penawaran suatu barang dikatakan bersifat elastik apabila n, >1, elastik-
uniter jika n, = 1 dan inelastik bila n, <1. Barang yang penawarannya in-
elastis mengisyaratkan ‘bahwa jika harga barang tersebut berubah sebesar
persentase tertentu, maka penawarannya berubah’ (secara’ searah) dengan
persentase yang lebih kecil daripada persentase perubahan harganya.

Kasus 44

Fungsi penawaran suatu barang dicerhifnkén oleh Q, = 200 + 7 P2,

‘Berapa elastisitas penawarannyi pada tingkat harga P = [0 dan P = 15 7
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Q=-200+7P . |
‘ } =9 P _up F
Q' =dQ/dP = 14P @ . dP . Q 200 + 7P
PadaP =10, - n, =140. 10 =23 |
S s
- Lo . .. 15
PadaP =15, =n.=210."__ Y 23

-200 + 1575

(c) Elastisitas Produksi

Elastisitas produksi ialah suatu Koefisien yang menjelaskan besarnya
perubahan jumlah keluaran (oufput) yang dihasilkan akibat adanya perubahan
jumlah masukan (inpu?) yang digunakan. Jadi, merupakan rasio antara persen-
tase perubahan jumlah keluaran terhadap persentase perubahan jumlah
"masukan. Jika P melambangkan jumlah produk yang dihasilkan sedangkan X
melambangkan jumlah faktor produksi yang digunakan, dan fungsi produksi
dinyatakan dengan P = f(X), makd elastisitas-produksinya :’

dPX

EP _
dX P "!' o

EX

AP .
AX

=lm . PP _
AX 0 AX/X)

Mp =

dl mana dP/dX adalah produk marjinal dari X [P’ atau f (X}.

Kasus 45

Fungsi produksi suatﬁ barang ditunjukkan oleh persamaan P = 6 X'*
X? Hitunglah elastisitas produksinya pada tingkat penggunaan faktor prodnkql
sebanyak -3 unit dan 7 unit.

P=6X—X* »P' =dPdX=12X-—-3X:

,,p_‘: @+ X _mx—3xy. X
- dax P L EXT— XY
Pada X =3, n, = (36—27) _3& =7
(54 — 27)
PadaX =7, np=@84—147). ' =9

(294 — 343)
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9.6.2 Biaya Marjinal

Biaya' marjinal (warginal cost, MC) iilah bidgya tambahan yang
dikeluarkan untuk menghasilkan satu unit tambahan produk. Secara
matematik, fungsi biaya' marjinal merupakan derivatif pertama dari fungsi
biaya total. Jika fungsi biaya total dinyatakan dengan C = A(Q) di mana C
adalah biaya total dan Q melambangkan Jumlah produk maka blaya ‘mar-
jinalnya : * :

Mc=c'= 9
ag -

i':Kasus 46

Blayatotal : C= f(Q) Q3—3Q2+4Q+4 .
Biaya marjmal MC=C'= a'C/dQ =302—6Q + 4

a

" Pada umumnya fungm b:aya total yang non-lmear berbentuk fungsi kubik,
sehingga fungsi biaya marjmalnya berbentuk fungsi kuadrat. Dalam hal
demikian, sepertj ditunjukkan oleh Kasus 46 ini, kurva biaya marjinal (MC)
selalu mencapai minimumnya tepat pada saat kurva biaya total (C) berada pada
posisi titik beloknya. [Periksa kembali Seksi 9.5.3 (Titik Ekstrim dan Titik
Belok Fungsi Kubik) di depan]

c.Mc e

.. C=03—301440Q+4
MC=C'=3Q:—6Q+4 "
(MC)' =C"=6Q—6

|
I

| MC minimum jika (MC)' = 0

. MC o) =0+60—6-0-0=1

| PadaQ =1 =MC = 3(1): — 6(1) +4 = |
| C=1"—324+4(1)+ 4 =6

—Q

Gambar 9—§
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9. 6 3 Penerimaan Marjinal

Penerimaan marjinal (marginal revenue, MR) ialah penerimaan tambahan

yang diperoleh berkenaan bertambahnya satu unit keluaran yang diproduksi

. atau terjual. Secara matematik, fungsi penerimaan marjinal merupakan

derivatif pertama dari fungsi penerimaan total. Jika' fungsi penerimaan total

dinyatakan dengan R = A{Q) di mana R melambangkan penerimaan total dan
Q adalah jumlah keluaran, maka penerimaan marjinalnya :

MR = R' = 4R -

agQ

Karena fungsi penerimaan total yang non-linear pada umumnya berbentuk
fungsi kuadrat (parabolik), fungsi penerimaan marjinalnya akan berbentuk
fungsi linear. Kurva penerimaan marjinal (MR) selalu mencapai nol tepat pada
saat kurva penerimaan total (R) berada pada posisi puncafmya -[Alasan
mengenai hubungan ini dapat pembaca temui pada Seksi 9.5.2 (Titik Ekstrim
Fungsi Parabolik) di halaman 214 — 217,

Kasus 47

Andaikan fungsi permintaan akan suatu barang dltunJukkan oleh
P=16—-20Q.
P, R, MR

NE————

R=160-2¢

Penerimaan total :

R=P.Q=AQ) =16Q—20"

16 x . .
‘ Penerimaan marjinal :

"MR =R'=16—40Q

‘ Pada MR = 0, Q = 4
8 \ | P—16—2(4)—8
= 16(4) — 2(4)? =

Gambar 9—9
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9.6.4 Ulilitas Marjinal

.Utilitas marjinal (margmai utifity, MU) ialah utilitas tambahan yang
diperoleh konsumen berkenaan 'satu unit tambahan barang yang dikonsum-
sinya. Secara matematlk fungsi utnI:tas marjinal merupakan denvatlf pertama
dari fungsi utilitas total. Jika fungs: utilitas total dinyatakan dengan U = f{Q)
di mana U melambangkan utilitas total dan Q adalah jumlah barang yang
dikonsumsi, maka utilitas marjinainya :

My =y = 9Y

aQ

Karena fungsi utilitas' total ‘yang non-linear pada umumnya berbentuk
fungsi kuadrat, fungsi utilitas marjinalnya akan berbentuk fungsi linear. Kurva
utilitas marjinal {(MU) selalu mencapai nol tepat pada saat kurva utilitas total
(U) berada pada posisi puncaknya.

Kasus 48

U=AQ) =9%Q—50Q: .
MU=U'=90—100Q 405[— — = — — —

U maksimum pada MU = 0

MU=0—-Q0=9

U maksimum = 90(9) — 39
= 810 — 405

= 405 U=%Q—-s5

I
|
I
I
I
I
I
I
|
I
I
[

50
MU =50 —10Q

Gambar 9—10

9N 18 >0

B



. Diferensial Fungsi Sederhana o 5 : 227

9.6.5 ProdukMar_unal R SRR

F . ) ' .ot L ., o -

Produk marjmal (marginal product MP) ialah produk tambahan yang
dihasilkan dari satu unit- tambahan faktor’ prOdUkSl yang dlgunakan Secara
‘matematik, fungsn produk marjinal merupakan derwatlf pertama dari fungsi
produk total. Jika fungsi produk total dinyatakan dengan P’ ="f{X) di mana P
melambangkan jumlah produk total dan X adalah ]umlah masukan maka pro-
duk mar_nnalnya ‘

. - - ' N .
P LT I ', r

MP = P' = ap
! dX'

3
-

Karena fung51 produk. total "yang non-linear pada umumnya berbentuk
fungsi kubik, fungsi produk marjinalnya akan berbentuk fungsi kuadrat.
(parabolik). Kurva produk marjinal (MP) selalu mencapai nilai ekstnmnya
dalam-hal ini nilai maksimum, tepat-pada saat kurva produk total (P) berada
pada p05151 titik beloknya, kedudukan i ini mencermmkan berlakunya hukum

~ tambahan hasil yang semakin. berkurang (the law of the diminishing return).
Produk total mencapai puncaknya ketika produk marjinainya nol. Sesudah

- kedudukan ini, produk total menurun ‘bersamaan. -dengan produk marjinal

. _,menjadl negatlf Area di mana produk mar]mal negatif. menunjukkan bahwa
. - penambahan penggunaan masukan yang bersangkutan justru akan mengurangi

jumlah produk total, mengisyaratkan terjadinya disefisiensi dalam kegiatan
produksi. Dalam area ini, jika produk total hendak dmngkatkan jumlah
- masukan yang dlgunakan harus dlkurangl R T s

' k 1 - . Ve -
L | - . ! . - Pt R e A e

Kasus 49
P, MP
4
08{— — — — ——— _
| — P = fiX)
. Produksi total :
| sl P f=9 X — X
s oo o Produk marjinal ¢ BRI
saln ST L MP =P SIBX X
i Y 4 L : maksxmum pada’ P = 0; yakm pada
| ’ ‘ | " . ' l ' X = 6 dengan Pmahlmum = 108 -
bl — P berada di titik belok dan MP
' . . maksimum pada P" = (MP)' = 0;
| ] yakni pada X = 3. _.
. 0

7 T . 3 B . 6\ e e e e e
Gambar 9—11 MP = g(X) ' -
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9.6.6 Analisis 'Keuntungﬁn Maksimum

Tingkat produk51 yang membcrlkan keuntungan maks:mum atau menim-
~ bulkan kerugian maksnmum, dapat, dlSldlk dengan pendekatan diferensial.
" Karena baik penerimaan total (R) maupun biaya total (C) sama-sama
! merupakan fungsi’ dari Jumlah keluaran yang dihasilkan/terjual (Q) maka dari

sini dapat dibentuk suatu fungsi baru yaitu fungsi keuntungan (r). Nilai
ekstrim atau nilai optimum n dapat ditentukan dengan cara menetapkan
derivatif pertamanya sama dengan nol.

R = Q) n=R—C= rQ)—Q) = A

C = Q) n optimum jika n’ = 'f’(Q) = dn/dQ = 0
'Karenan =R~ C Berarti pada n optlmum
" maka &' R_'C'= MR ~.MC R e o MR =pC

[

Secara grafik, kesamaan MR = MC atau kedudukan n’ = 0 ditunjukkan oleh
-perpOtongan antara kurva penerimaan marjinal (MR) dan kurva biaya marjinal -
(MC). Hal ini sekaligus mencerminkan jarak terlebar antara kurva penerimaan

" total (R) dan kurva biaya total (C). Akan tetapi syarat MR = MCataun’ = 0
" belumlah cukup untuk mengisyaratkan' keuntungan maksimum, sebab jarak
terlebar yang - dl'cermmkannya mungkin merupakan selisih positif "R — C" .
(berarti- keuntungan) atau merupakan sehslh negatlf "R — C" (bérarti -
’ keruglan) o ‘ " e ' )

Untuk mengetahm apakah n’ = 0 mencerminkan keuritungan maksimum
ataukah justru kerugian ‘maksimum, perlu del melalui derivatif kedua dari
fungsi n.

Tn=R—C=£f0Q) :
n optimum apabila n’ .= 0 atau MR = MC
Jika " <0 - m maksimum = keuntungan maksimum

Jikan” > 0 - n minimum = kerugian maksimum®

t

Pada gambar di bawah terlihat ada dua keadaan'di manan’ = 0 (MR =
MC(), yakni pada tmgkat produksi Q; dan @, . Pada ungkat produkm Q,, jarak
terlebar antara kurva penerimaan total (R) dan kurva blaya total (C) mencer-
minkan selisih negatif terbesar. Hal ini berarti terjadl kerugian maksimum,
‘sebagaimana | tercermin oleh kurva n yang mencapai mlmmumnya di titik G.

"
-

*)Hati-hati : x minimum bukan berarti keunlungan minimum ataupun kerugian minimum,
melmnkan kerugian maksimum !
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R =AQ)

o)

QI Q! Ql

MR, MC

\TR—C=J'(Q)
_ o

ol

Gambar 9—12

Sedangkan pada tingkat prodilksi Q,, jarak terlebar antara kurva R dan kurva
C mencerminkan selisih positif. terbesar. Hal. ini berarti terjadi keuntungan
maksimum; sebagaimana tercermin oleh kurva n yang mencapai maksimumnya

di titik H.

De_ngan demikian syarat agar diperoleh keuntungan méksimum adalah :

L

n

T’ <

atau MR = MC ~

0
0  atad (MR)' <(MC)’

Syarat pertama disebut syarat yang diperlukan (necessary condition),
sedangkan syarat kedua disebut syarat yang mencukupkan (sqff' icient condi-

tion).
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Kasus 50
Andaikan :

R=rQ) =-20"+ 1000 0. -
C = c(Q) = Q°— 59 Q* + 1315 Q + 2000

Maka : i
Tt=R—C=-Q + 570315 Q— 2000

Agar keuntungan maksimum :

'

n' =0

2Q0+ 1140 — 315 =.0

-Q'+3BO0—105=0

(-Q + 3N(Q—35) =0, diperoleh Q, = 3dan Q, = 35
n" = -60 + 114 ’

JkaQ= 3,n" =603 +114= 96> 0

JikaQ =35n"=-6035 +114=-9 < 0

Karena n” <0 untuk Q = 35, maka tingkat produksi yang menghasilkan .
keuntungan maksimum adalah Q = 35 unit. Adapun besarnya keuntungan
maksimum tersebut :

n = -(35)7 + 57(35) 2 — 315(35) — 2000 = 13.925, -

9.6.7 Penerimaan Pajak Maksimum

Dalam Seksi 6.5.2 kita telah nie'mpela‘jari bahwa jika penawaran suatu
barang ditunjukkan oleh persamaan P = a + &Q, dan pemerintah
mengenakan pajak-spesifik sebesar ¢ atas setiap unit barang yang dijual, maka

penawaran sesudrah pajal'c iP=a+ bQ + L
Dari sini bisa dibentuk tfun‘gsi pajak-spesif:ik.per unilt barang, yaitu ;
.t =P — a — bQ. -
Apabila fungsi permin‘taan akan ba.rang dic;erminkan olehP=rc¢ — dQ maka,
dengan mensubstitusikan P dari fungsi permintaan ini ke dalam persamaan pa-

jak per unit di atas, diperoleh :

t=c—dQ— a—bQ=(c—a—(d+ b O

P.ajal.c totgl yang diterima oleh pemerintah-ddalah iJesal_'ﬁya pajak per unit
dikalikan jumlah barang yang terjual di pasar (jumlah keseimbangan) sesudah
pengenaan pajak tersebut. Dengan notasi matematis :
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C
T=1Q=(c—~a)Q—d=+bQ?

Berdasarkan bentuk persamaan terakhir yang kuadrat-parabolik ini, kita
dapat menentukan pada tingkat keterjualan berapa unit barang'(Q) pemerintah
akan memperoleh penerimaan maksimum dari rencana pajak-spesifik yang
akan dikenakannya. C ‘

Pajak total-yang diterima pemerintah : 7 = Q) = (c—a)Q — (d + 108
T maksimum jika 7' = 0, yakni pada @ = (c — a)/2(d + b)

Kasus_ 51

Andaikan permintaan akan suatu barang ditunjukkan oleh. persamaan
P = 15 — Q, sedangkan penawarannya P = 3 + 0,5 0. Pemerintah ber-
maksud mengenakan pajak-spesifik sebesar ¢ atas setiap unit barang yang di-
jual. Jika penerimaan pajak atas.barang ini diinginkan maksimum, berapa
besarnya pajak per unit yang harus ditetapkan ? Berapa besarnya penerimaan
pajak maksimum tersebut ? '

PIT;’

Penawaran sesudah pajak :
"P=3%4050+ 1
" Pajak perunit: ¢t = P—3—0,50.
Mengingat menurut fungsi permintaan
P =15 — Q, maka ¢t = 12 — 1,50.
Pajak total : T = t.Q =120 — 1,50?
T'=dT/dQ = 12 -3 Q.
T maksimum jika T = 0 = Q = 4.
Pada Q = 4, ¢t = 12 — 1,54) = 6,
sedangkan 7 = +.Q = 6(4) = 24.
Selanjutnya, persamaan penawaran
sesudah pajak P =3 + 0,5Q + 6 =
9 + 0,5 Q, harga keseimbangan di pasar
adalah 11. Jadi T akan maksimum jika
t=6,dengan7T . = 34.
[Bandingkan kasus ini dengan Kasus 7 di
dalam Seksi 6.5.2 (halaman 94)].

s\ 15 .
T TN = 12— 1,50

Gambar 9—13
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9.6.8 Efek Pemajakan Bagi Penuhggal

Pajak, di samping merupakan sumber penting pendapatan negara, dapat
pula berfungsi sebagai instrumen kendali atas keuntungan "berlebihan” yang
dapat dikeduk oleh penunggal (monopolist). Pengenaan pajak sebesar f per
unit barang yang diproduksi atau dijual oleh penunggal akan mengakibatkan
biaya rata-ratanya meningkat sebesar ¢, dan biaya totalnya meningkat sebesar
1Q. Akibatnya bukan saja harga barang menjadi lebih mahal, tetapi juga keun-
tungan yang diperoleh penunggal menjadi berkurang.

Penerimaantotal: R = r{Q) Keuntungan:n = R—C
Biaya total 1 C=cQ) n = r(Q) — c(Q)
Biaya total sesudah pengenaan pajak : C = c(Q) + ¢ Q

Keuntungan sesudah pengenaan pajak - : n= rQ) — c(Q) — tQ

Pajak per unit : ¢ '

Pajaktotal : T =10 = F{(A9)]
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Andaikan seorang penunggal atau monopolist menghadapi fungsi permin-
taan P = 1000 — 2 Q dan fungsi biaya totalnya C = 2000 + 1315Q — 54 QO
+ €)' Pemerintah memungut pajak sebesar 405 atas setiap unit barang yang
diproduksi/dijual. Bandingkan keuntungan maksimum yang diperoleh
penunggal ini antara tanpa dan dengan pengenaan pajak ! Berapa pajak total
yang diterima pemerintah ?.

Tanpa pengenaan pajak : .
R=PQ=10000—20Q"*
C=2000+13150—590%*+ O

n=R—-C=-2000—-3150Q0+ 570 - O
n maksimum pada Q = 35 [lihat Kasus 50]
n = 13.925

‘maksimum

P, = 1000 — 2(35) = 930.

Dengan pengenaan pajak :
Biaya total menjadi C = 2000 + 1315Q—59Q2 Q* + 405 Q.

Fungsi keuntungan yang baru :n = — 2000 — 720 Q0 + 57 Q2 — Q°
n’ = —T720+ 114Q—30* n” =114—60Q
n maksimum jikan’ = 0dan n” <0

n' =0~ —T720+114Q0—-30% =0

—38Q+240=0—~Q, =8 @, =30
8§+ n" = 66
30— n" = — 66 (memenuhi syarat 1 maksimum)

Q?
Q
Q
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Jadi, @ = 30—~ m_. . = -2000—720(30) + 57(30)° -—(30): = 4.700
- P = 1000-2(30) 940. :

Pajak total yang diterima pemerintah : T = £LQ = 405(30) = 12,150.

- [Jika dianalisis, dari jumlah 12.150 ini sebesar (10 x 30 =) 300 merupakan
beban pajak total yang ditanggung oleh pihak konsumen, 11.850 selebihnya
ditanggung oleh pihak produsen alias sang penunggal. Hal ini mencerminkan
kebijakan pajak cukup efektlf untuk mengendahkan keuntungan produsen
monopolis].
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Andaikan seorang produsen monopolis ‘menghadapi fungsi permintaan

Q = 100 — 5 P dan biaya totalnya C = 20 — 4 Q'+ 0,1 ¢*. Pemerintah

mengenakan pajak atas setiap unit barang yang dijual oleh penunggal ini, dan

menginginkan pajak total yang diterimanya maksimum. Di lain pihak,

walaupun barang dagangannya dipajaki, produsen tetap menginginkan operasi

‘bisnisnya menghasilkan keuntungan maksimum. Berapa pajak per unit yang

. harus ditetapkan oleh pemerintah agar penerimaan pajaknya, dan juga keun-

tungan produsen, maksimum ? Hitunglah masing-masing penerimaan pajak
maksimum dan keuntungan maksimum tersebut.

Permintaan : Q=100—5P — P=20—0,20
Penerimaan : R = P.Q=200—02 "
" Biaya total dengan adanya pajak: C = 20— 4 Q'+ 0,1 Q" + 1Q ~
(t melambangkan pajak per-unit)
Keumungan = R C=-030Q+ 24Q tQ—ZO‘
' =—0,6Q+ 24 —1
nmaksmumjlkan =0—+-060 + 24—! =0 —*Q = (24— /0,6

=10 = l(24——r)/06 =(241-1)/0,6
'T' = dT/dt’= (24 — 2 .6)/0,6 |
Tmaksimumbila 7' = 0 —>(24—2r)/06— 0 —-24—2r_ 0, t- 12

Jadi, T maksimum bila ¢ = 12 [bukti: 7" = (— 270;6) <0]
n maksimum jika Q = (24 — /0,6 = (24 — 12)/0,6 = 20
Adapun besarnya T, . = 1.Q = 12(20) = 240

Sedangkan n = -0,3(20)2 + 24(20) — 12(20) — .20 = 100.

maksimum

9.6.9 . Model Pengendalian Persediaan
Pengendalian persediaan — baik. persediaan bahan mentah ataupun
persediaan barang-jadi — bertujuan meminimumkan biaya total persediaan.
Persediaan bahan mentah yang berlebihan akan ménimbulkan biaya penyim-
panaa ekstra, demikian pula persediaan barangqu_di yang berlebihan. Di lain
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‘- pihak, kekurangan persedlaan bahan mentah atau bahan baku akan meng-

‘ganggu kelancaran produksi. Sedangkan kekurangan persediaan barang jadi

dapat menyebabkan perusahaan kehllangan pasar.

Secara umum biaya-biaya yang dikeluarkan berkenaan persedlaan terdiri
atas : () biaya pengadaan atau pemesanan (sefup cost, ordering cost); (2} biaya
penylmpanan (holding cost, carrymg cost, storing cost), dan (3) biaya kesen-
jangan (shortage cosf). Biaya yang terakhir ini timbul apabila- terjadi
kekurangan atau kesenjangan persediaan, sehmgga produk51 atau pemasaran
lebih lanjut tertunda. -

Ada beberapa macam model pengendalian persediaan, tergantung pada
pola kedatangan bahan atau pengiriman barangnya Dalam buku ini hanya
akan dibahas salah satu di ‘antdranya, yakni model persedlaan dengan
kedatangan berkala (batch arrival model) '[Pembahasin model-model pengen-
dalian persediaan secara lengkap biasanya diberikan dalam matakuliah ”opera-

" tions research”.] Dalain membahas dan menerapkan model ini dianggap bahwa

kebutuhan atau permintaan akan ba'rang yang dipesan diketahui jumlahnya
dan seragam. Kemudian biaya pemesanan dan biaya penyimpanan per unit
dianggap tidak tergantung pada jumlah barang. Selanjutnyadianggap pula
bahwa tidak pernah terjadi kekurangan persediaan, sehlngga tidak ada blaya
kesenjangan yang harus dikeluarkan.

Pola kedatangan barang pesanan dalam model ini dicermin'kan oleh Gam-
bar 9-14. Kebutuhan barang per periode (D) dibagi pemesanannya menjadi
beberapa kali pesanan, dengan jumlah yang sama untuk setiap sub-periode
kedatangan'(QJ), agar biaya total persediaan (C) dapat ditekan menjadi seren-

" dah mungkin. Persoalan. yang héndak diselesaikan ialah berapa unit. barang

harus dipesan setiap kali-(Q) agar biaya total persediaan (C)-minimum, dengan
perkataan lain berapa jumlah pesanan yang optimal. - Untuk dapat
menyelesaikan masalah ini, harus tersedia data mengenai kebutuhan atau per-
mintaan akan barang per periode (D), biaya pemesanan untuk setiap kali pesan
(C), dan biaya penylmpanan per unit barang per penode (C:).

Persediaan

24

A

Jumlah persediaan rata-rata.

> Waktu

- Gambar 9—14 '
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Dalam setiap. periode terdapat D/Q kali kedatangan pesanan (misalnya
3 angkatan/kedatangan, menurut gambar di atas); biaya total pemesanan
adalah (D/Q)C,. Rata-rata sepanjang periode terdapat Q/2 persediaan,
sehirigga biaya penyimpanan per periode adalah (Q/2)C,. Dengan demikian

" biaya total persediaan per periode adalah : '

GD, GOQ.
-3

C =

Biaya total persediaan ini akan minimum jika dC/dQ = 0 dan d 2C/dQ *> 0.

- __Gb, g d2C_2C,D o ¢ -

dQ‘ Qz 2 ) sz QJ .

Jika € = 0, maka Q7' = @ C,DY/C, ~Q = V2 G, DIG
do : -

Jadi, jumlah pesanan optimal (economic order c}uahtily) ilalahl L
o -\/2CD
. ' G

Berdasarkan pengalamannya, seorang kontraktor kecil membutuhkan 100
karung pasir setiap bulan. Biaya pengadaan/pemesanan Rp 1.250,00 setiap kali
pesan, sedangkan biaya penyimpanan Rp-100,00-per karung per minggu. Jika ia
menginginkan biaya total persediaannya minimum, dengan cara membagi
kebutuhan 100 karung pasir per bulan atas beberapa kali kedatangan dengan
jumlah sama, berapa jumlah pesanan yang optimal ?-

Kasus 54 T

D= 100 _
¢=150 } o=Veconr,
G = 400

Q= V(.‘{)(lZSO)(lOO)MOO = VZS0.00QMOO = 25
- Jadi, jumlah pesanan yang optimal ialah-25 karung pasir setiap kali pesan.
Berarti kebutuhan per bulan-dibaginya menjadi D/Q =-100/25 = 4 kali
kedatangan (4 angkatan); dengan perkataan lain pesanan untuk-kebutuhan
bulanan dilakukan secara mingguan. Biaya total persediaannya per bulan
adalah :

c= G2 , GD _@00@s5)  (1250(100) _ 14 600 rupiah.
2 0 2 25
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9.6.10 Hubungsn Biaya Marjinal dengan Biaya Rata-mtis

Dalam ekonomi mlkro terdapat hubungan teoretis_ antara blaya marjmal
dan biaya rata-rata. yakm bahwa pada saat biaya rata-rata mencapai nilai
minimumnya maka biaya marjinal sama dengan biaya rata-rata minimum
tersebut, Secara grafik hal ini ditunjukkan oleh perpotongan kurva biaya mar-
jinal dengan kurva biaya rata-rata pada posisi minimum kurva biaya rata-rata.
Secara matematik hubungan tersebut dapat dijelaskan sebagai berikut :

Andaikan biaya total dinyatakan dengan C = f1Q), .
maka
biaya marjinal : MC =C'=dCrdQ
biaya rata-rata : AC = C/Q

Syarat yang diperlukan agar AC minimum ialah bahwa derivatif pertamanya
sama dengan nol. -

Menurut kaidah diferensiasi_, jikay = l maka y’ = V"_’_—lv
' : ‘ v v2
Aac=L o g =9 —CQ _QoC'—C
Q Q z Q ]
[CQ' = C, sebab jika Q = Qmaka Q' = dQ/dQ = 11
oCc’ — C_y

Syarat agar AC minimum : (A0)' =0 —
¢ . . - A . Q 2 -

. -'gC'—C=0 - QC'=C —~ C'=C/Q
Mengingat C’' = MC dan C/Q = AC, maka terbuktilah bahwa

pada posisi AC. minimum :  MC = AC,: d_C = E
aQg.. @
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Andaikan C = Q' — 6 Q* + 15 Q. Buktikan bahwa biaya rata-rata
] mmlmum sama dengan biaya marjinal.

Biaya marjinal : MC =C'-= dC/dQ = 3Q’— 12Q + 15
- Biayarata-rata 1 AC =-C/Q-= Q'—6Q + 15
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(AC) = dAC/dQ =20 —6

(AQ)' =0~ 20—6=0-> Q=3
Pada Q = 3,

MC=303)—1203) +15=6 :
AC =031 —6(3) +15=6 } MC = 4c,,

| 2 3 4 5 6
Gambar 9—15

6.9.11 Hubungan Produk Marjinal dengan Produk Rata-rata-

Analog dengan hubungan antara biaya marjinal dan biaya rata-rata,
begitu pula hubungan antara produk marjinal dan produk rata-rata. Produk
marjinal sama dengan produk rata-rata pad. saat produk rata-rata mencapai
posisi ekstrimnya (dalam hal ini posisi maksimum).

Andaikan produk total dinyatakan dengan P = f{X),
maka ;
produk marjinal ; MP = P’ = dP/dX
produk rata-rata : AP = P/X
XP'—PX' _XP'—P
X X?

[PX' = P, sebab jika P = Pmaka P' = dP/dP = 1]
XP'—P
X!
Mengingat P’ = MP dan P/X = AP, jelaslah bahwa

APy’ =

Agar AP maksimum: {4FP)' =0 —~ =0 = P'=P/X

pada posisi AP maksimum : MP = AP, P _

P
ax X
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Andaikan produk total P = 9 V= X °
maka produk marjinal dan produk rata-ratanya masing-masing adalah :
MP=P' =dP/dX =18X—3 X?
AP = P/ X =9X— X*
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P (AP) = dAP/dX =9—-2X .
. (AP)’=0—'9—-2JX=0-'X=4,5
.o - Pada X = 4,5,
R . oo « MP = 18(4,5) — 3(4,5¢ =.20,25
27 AP = 9(4,5) — (4,57 = 20,25
20,25
MP AP
0 > X
3 4,5 6 9

" Gambar 9--16
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. BAB 10 _
DIFERENSIAL F UNGSI MAJEMUK

Dalam bab ini kita akan membahas diferensiasi untuk fungsi-fungsi yang
mengandung lebih dari satu macam variabel bebas. Pada dasarnya prinsip
diferensiasinya tidak berbeda dengan prinsip diferensiasi untuk fungsi ber-
variabel bebas tunggal. Hanya saja di sini nanti kita akan bertemu dengan
konsep diferensiasi parsial (diferensiasi secara bagian demi bagian) dan konsep
diferensiasi total. Mengingat pada umumnya svatu -variabel ekonomi
berhubungan fungsional terhadap tidak hanya satu macam variabel lain; tetapi
justru terhadap beberapa macarn variabel sekaligus, pengetahuan akan diferen-
siasi untuk. fungsi majemuk sangat penad (relevant) dimiliki.

[ “r

DIFERENSIASI PARSIAL .

Sebuah fungsi yang hanya mengandung satu variabel bebas hanya akan
memiliki satu macam turunan. Apabila y = f{x) maka turunannya hanyalah
turunan y terhadap x, dengan kata lain y’' = dy / dx.

Sedangkan jika sebuah fungsi mengandung lebih dari satu variabel bebas
maka turunannya akan lebih dari satu macam pula, sesuai dengan jumlah

~macam variabel bebasnya. Jadi, jika sebuah fungsi-mempunyai # macam

variabel bebas maka ia akan memiliki # macam-turunan, Jika y = Jx,z) maka
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akan terdapat dua macam turunan, yaitu turunan y terhadap x atau 9 y/a x
dan turunan y terhadap z atau 9 v/ d 2"

Dengan demikian :

.y = fixg
a) fitnz) = 2
, ax
Y
b L = 2
0z
dy = iy dx + a_y_a'z.
dx az
2-p = ﬂq;r,s)

[ a) f, (@19 a_p o

[

p'< b) filgrs) = OF

\ -C) j; (:q,r's) = ‘ -a—ﬂ

. dp = qu+f.£_dr+._@_ds
. . . g o ar, ds

"' y/8 x dan @ y/8 z dalam butir 1 serta 3 p/d g, 3-p/3 rdan 3 p/3 s dalam
butir 2 masing-masing dinamakan derivatif parsial. Sedangkan (3 y/2 x)dx,

" (9.y/8 2)dz, (8 p/d q)dq, (8 p/d rdr dan (3 p/& s)ds dinamakan diferensial
parsial. Adapun dy dan dp dinamakan diferensial total.

M 28X 3¢ gyz— 62 . - :
a x :

(Z)Ql = 10z-4x _12xz+ 8
3z o

*)Simbol @ dibaca "dho”, dan bukan *delta” : Huruf delta dalarm sistem abjad Greek adalah
A (huruf besar) dan & (huruf kecil). Simbol 8 ini hanya ditemukan dalam konteks diferensiasi
parsial.
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Dalam menurunkan y terhadap x yang dilambangkan dengan.8 y A 3 X,
hanya suku-suku yang mengandung. variabel x yang diperhitungkan; sedangkan
suku-suku yang tidak mengandung variabel x dianggap sebagai konstanta dan

. turunannya adalah nol. Di-lain pihak, dalam menurunkan y terhadap z yang

10,2

dilambangkan dengan 8 y/ 8 z, hanya suku-suku yang mengandung variabel
2 yang diperhitungkan; sedangkan suku-suku yang tidak;mengandung variabel
zZ dianggap konstanta dan turunannya ada]ah nol.

Sesungguhnya @ y/ 9 x dari y = f{x,z) adalah turunan dari f(x, Z) terhadap
x dengan anggapan hal-hal lain tetap atau konstan (dalam ekonomi dikenal
dengan sebutan asumsi ceteris paribus). Oleh karena itu dalam menurunkan
¥ = f(x,z) terhadap x hanya suku-suku yang mengandung variabel x saja yang
diturunkan.

DERIVATIF DARI DERIVATIF PARSIAL

Seperti halnya fungsi dengan satu variabel bebas, fungsi dengan lebih da.
satu variabel bebas pun dapat diturunkan lebih dari satu kali. Dengan kata lain
masing-masing turunan parsialnya masih mungkin diturunkan lagi. Turunan
berikut dari turunan parsial tadi sudah barang tentu bisa sangat bervariasi,

" tergantung dari bentuk turunan parsial tersebut. Apabila suatu turunan parsial

berbentuk suatu fungsi yang tinggal mengandung satu macam variabel bebas,
maka turunan berikutnya hanya ada satu macam, Akan tetdpi bila suatu
turunan parsial berbentuk suatu fungsi yang masih mengandung beberapa
macam variabel bebas, maka turunan berikutnya masih dapat dipecah-pecah
lagi menjadi beberapa turunan parsial pula.

Contoh:y=x* +52* —4x*72—6x2* + 8z—7

Mm32_3x _gxz—62
ax

2) ay._ 102—4x’—12xz+8
3 z '

Dalam contoh ini baik 8 ¥/ 8 x maupun 8 y /3 z masih dapat diturunkan
secara parsial lagi baik terhadap x maupun terhadap z

(1a) 'a—'-v-terhadapx: & = 6x— 8z
M 2 xt

, .
(1b) a yterhadapz ___El__{__ =-8x— 12z
2 x - d x9 z
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2
(2a) -a;yterhadapx: _ a_ A

d z dz9x

= -8x — liz ’

@by . @ Viterhadapz: _ 9 - 10—12x
2z J

Ternyata turunan parsial kedua (1a), (1b), (Zaj dan (2b) masih dapat
diturunkan secara parsial lagi baik terhadap x maupun terhadap z.

ary aly

(la.]) _—_7 terhadapx:_~— 7 =6
2 x* T x
(1a.2) ai terhadapz : ﬂ_ = -8
g x* d9x*dz
2 ) k] '
(ab.d) _2°7 terhadapx:_ 277 - .8
2 x93 2 . 3 z
(ab.2) _2°Y terhadapz : _2° 7Y = .12
d x3 z ‘ g8 xa z
@al) _2'7 terhadapx:_ %' -.g
d 79 x d za x°
; . a
(2a.2) Ly_ terhadap z : _a__').’_ = -12
9 z93 x . 2229 x
2 k]
@by 277 terhadapx:_ 2 Y = .12
a z*. 9 729 x
@b.2) _ 2% tethadapx:_2°Y -
; a z* 9z

Sekarang turunan-turunan parsial ketiga ini tidak dapat lagi diturunkan secara
. parsial, karena masing-masing hanya tinggal mengandung konstanta,

10.3 NILAI EKSTRIM : MAKSIMUM DAN MINIMUM

" Nilai-nilai ekstrim (optimum) dari sebuah fungsi yang mengandung lebih
dari satu variabel bebas dapat dicari dengan pengujian sampai derivatif ke-
duanya :
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&

Untuk y = fixz), -
maka y akan mencapai titik ekstrimnya jika :

¥y _ a3y

=0 dan =0
a x

8 z -

Syarat di atas adalah" syarat yang diperlukan (necessary condition) agar
fungsinya mencapai titik ekstrim. Guna mengetahui apakah titik ekstrim itu
berupa titik maksimum ataukah titik minimum, dibutuhkan syarat yang men-
cukupkan (sufficient condition), yakni :

2 2 .,
Maksimum bila 2~ ¥ <0.dan @ ¥ <0

2 x? a z?
2 2
Minimum bila2_ 2> 0dan 2 7> 0
g x? J x?

Dalam hal a_’_ydan 3%y _
a x 9 2
Untuk kasus semacam ini diperlukan penyelidikan dan pengujian lebih lanjut.”

0, tak bisa ditegaskan mengenai nilai ekstrimnya.

Contoh ;

1) Selidiki apakah titik ekstrim dari fungsf berikut ini merupakan ti't'ik mak-
simum ataukabh titik minimum : y = x4+ 12x - 2* + lOz‘— 45

8y . x4 12 | | a—=-22+10

2 x "9z
2x + 12 =0, x=6. -2z + 10 = 0, z=35
y=-(6 + 126 —(5)* + 10(5) —45 = 36 + 72— 25 + 530 — 40 = 16
'y . 2<0 'y . a2« .
2 x a2z

*JLihat : H. Johkannes dan Budiono Sn' Handoko, "Pengantar Matematika untuk

Ekonomi”, LPSES Jakerta, 1980, halaman 247 — 251.
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Karena 'y dan 3%y <0, maka titik ekstrimnya adalah titik maksimum
a xt 0 z2
dengany . = 16

2) Selidiki apakah titik ekstrim dari fungsi p = 3¢* — 18¢ + r* —8r + 50
merupakan titik maksimum ataukah titik minimum.

o]

2P _gg—18 . 9P 2438
d q ar .
6g—18=0, ¢g=3 2r—8=0, r=4
p = 33 —18(3) + (4 — 84 + 50
=27—54+16—32+50=1.
2

8P _6>0 8'P _35 0
8 q? 9 r

Karena al_p dan a_z_f’ > 0, titik ekstrimnya adalah titik minimum de-

ag o r
i, =7

nganp

10.4 OPTIMISASI BERSYARAT

Dalam kenyataan seringkali kita harus mengekstrimkan ataii mengop-
timumkan suatu fungsi, yakni mencari nilai maksimum atan nilai minimum-
nya, tetapi terkekang oleh suatu fungsi lain yang harus dipenuhi. Dengan kata
lain fungsi yang hendak dioptimumkan tadi menghadapi suatu kendala (con-
strainf). Kasus optimasi bersyarat semacam ini banyak dijumpai dalam bidang
ekonomi. Misalnya seseorang hendak memaksimumkan utilitas, atau tingkat
kepuasannya, tetapi terikat pada fungsi pendapatan; atau sebuah perusahaan
ingin memaksimumkan labanya, namun terikat pada fungsi produksi.

10.4.1 Pengganda Lagrange

Penghitungan nilai ekstrim sebuah fungsi yang menghadapi kendala
berupa sebuah fungsi lain, dapat diselesaikan dengan Metoda Lagrange.
Caranya ialah dengan membentuk sebuah fungsi baru, disebut fungsi
Lagrange, yang merupakan penjumlahan dari fungsi 'yang hendak diop-
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timumkan ditambah hasil kali pengganda Lagrange A dengan fungsi ken-
~dalanya.”)

Misalkan hendak dioptimumkan z = flx,»)
dengan syarat harus terpenuhi & = g{x,»)
maka fungsi Lagrangenya :

Fxpd) = fny) + ey

Nilai ekstrim F(x,», A) dapat dicari dengan memformulas;kan masmg—masmg
derivatif-parsial pertamanya sama dengan nol.

Fy ) =fi +1g =0
Fond) = f + A

It
<

Pengganda Lagrange A adalah suatu variabel tak-tentu yang hanya bersifat
sebagai pembantu. Syarat di atas merupakan syarat yang diperlukan untuk
menghitung nilai ekstrim dari fungsi baru yang dibentuk, dan karenanya
disebut sebagai syarat yang diperlukan atau necessary condition. Akan tetapi
untuk mengetahui jenis nilai ekstrim tersebut, maksimum ataukah minimum,
masih harus disidik melalui derivatif-parsial keduanya, yang merupakan syarat
yang mencukupkan atau sufficient condition. Dalam hal ini nilai ekstrim tadi
adalah : '

Maksimum bila F_ <0 dan F, <0
Maksimum bila £ >0 dan Fm >0.

Contoh :

1) Tentukan nilai ekstrim z dari fungsi z = 2x + 2y.dengansyaratx* + y* = 8
Jelaskan jenis nilai ekstrimnya. .

Fungsi Lagrange: F = 2x + 2y + A(® + y* —§))
= 2x+ 2y + Ax® + Ay* — 81

.)Fungsi baru Lagrange dapat pula dibentuk dengan cara mengurangkan fungsi yang hen-
dak dioptimumkan terhadap hasil kali A dengan fungsi kendala; hasil akhirnya tetap sama,

kecuali tanda hasil perhitungan a.

* . . ! . .
YDalam membentuk fungsi baru Lagrange, fungsi yang menjadi kendala senantiasa harus
diimplisitkan dulu.
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Agar Fekstrim, F' = 0. .
F,=2+2kx=0, diperolehd=-— . .............. PR W (1)

b . ¥

F, =2+ 24y =0, diperolehd= - T 2)

Berdasarkan (1) dan (2) Pe— = - -l-, ataux = y

Menurut fungsi kendala

kafenay=d:2, x= =2,
Z=2x+ 2y =% 8

. Jadi nilai ekstrimz = % 8.

Penyidikan nilai ekstrimnya :

— Untukx =2dany = 2, A= A .

2

F,=21=-1<0

F,=21=-1<0

Karena F; dan F, <0, nilai ekstrimnya adalah nilai maksimum dengan

zmaks. = 8. .

— Untukx = -2dany = -2, = 1
2

F_=2A=1>0"
F,=21=1>0 .
Karena F_, dan F,| > 0, nilai ekstrimnya adalah nilai minimum dengan

Lo, = -8.

2) Optimumkan z = xy dengan syarat x + 2y = 10.

F=xy+ Mx+2y—10)
=xy+Ax +2Ay— 101

. Syarat yang diperiukan agar F optimum, F’ =
F.=y+1=10, diperoleh A=1-y

F, =x +24=0, diperoleh 1 = Ly
2
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-y = . L x,"berarti 2y = x
2 v ’ II ! )

x+.2y =10
2y + 2y = 10, diperoleh y = 2,5. Selanjutnya x = 5.

Jadi, z optimum pada x = 5 dan y = 2,5;
dengan T = XY = (5)(2,5) = 12,5. . - . |

10.4.2 Kondisi Kuhn-Tucker

Metoda Kuhn-Tucker merupakan pengembangan lebih lanjut dari model
optimisasi bersyarat. Jika dalam metoda pengganda Lagrange kita mengop-
timumkan sebuah fungsi-terhadap kendala yang berbentuk persamaan, maka
dalam metoda Kuhn-Tucker kita mengoptimumkan sebuah fungsi terhadap
sebuah . fungsi yang berbentuk. pertidaksamaan. Bentuk permasalahannya
biasanya berupa : . !

Maksimumkan fungsf tujuan flx,y) terhadap kendala g(z,y) < 0
atau
Minimumkan fungsi tujuan f{x,y) terhadap kendala g(x, ) 20

. Prosedur penyelesaiannya dapat ditempuh melalui dua macam cara, yakni
melalui metoda Lagrange yang dimodifikasikan kemudian djuji dengan kondisi
(persyaratan) Kuhn-Tucker, atau sécara langsung dengan menggunakan
metoda Kuhn-Tucker sendiri. ' o

Prosedur metoda Kuhn-Tucker melalui metoda- ‘Lagrange yang
dimodifikasikan dilakukan sebagai berikut : )

(1) Anggap kendala pertidaksamaannya sebagai sebuah persamaan. Kemu-
dian selesaikan masalahnya dengan metoda Lagrange yang biasa hingga
- diperoleh nilai optimum yang dicari (khusus dalam hal ini fungsi baru
Lagrangenya harus dibentuk dengan cara ; F{x,y, 1) = fix)) — Ag(x,));
jadi, tidak boleh : Flx,», A) = Aix,)) + Ag(x,»)].
(2) Lakukan pengujian terhadap nilai A. Jika A > .0.berarti nilai optimum yang
. . diperoleh (berdasarkan kendala yang telah dimodifikasikan) tadi juga
n{erupakan nilai optimurh berkenaan f‘ufjgsi kendala yang berbentuk per-
tidaksamaan. Jika A< O berarti optimisasi fungsi’ tujzan f (x,») tanpa
" menyertakan fungsi kendala g(x,)).sudah’ dengan sendirinya akan
memenuhi kendalanya. [Dalam hal A € 0 kendala yang bersangkutan
dikatakan bersifat tidak mengikat (non-binding), oleh karenanya dapat
diabaikan; dalam hal A> 0 kendalanya disebut mengikat (binding)].

Sedangkan prosedur metoda Kuhn-Tucker secara fangsung dilakukan
sebagai berikut : . P C - :
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-

(1) Rumuskan permasalahannya, misalnya maks:mumkan j(x ¥) terhadap
g(x,y) € 0, atan minimumkan f{x, y). terhadap g(x,y) >
(2) Tetapkan kondisi Kuhn-Tucker :

@ S (x3) _ ;8 e _

a x 3 x
b 2/ 8 gy _ g
ay 9y
(© Ag(x.y) = 0 -di mana g (x,) < 0atau g (x,3) > O

(3) UJ1lah (2c) masing-masing untuk l = (0 dan g(x,y) = 0 guna menentukan
mana «i antaranya yang memenuhi persamaan-persamaan (2a) dan (2b)
serta pertidaksamaan kendala g(x,y). Nilai-nilai x dan y yang memenuhi

_ketiga kondisi- ini merupakan nilai-nilai yang mengOpumumkan fungsi tu-
juaan flx,».

Contoh :
(1) Maksimumkan f{x,») = 10 xy — 2,5-x* — y* terhadapkendalax + y € 9.

Dengan menganggap kendala pertidaksamaan berlaku sebagai sebuah per-
samaan (x + y'< 9 menjadix + y = 9), maka “berdasarkan metoda

_Lagrange :
f
. Fxy A= 10xy—25x‘—y —Mx +y—9) .
F,=0—-10y—5x—A=0—"A=10y—5x X =08y
F, =0~»10x—2y—A=0—*= le_—2y. .

Menurut kendala : X + ¥ = 9 -'O.S_jw'+ y=9—+y=25
y = 5+ x = 0,8(5) = 4~ sehingga fIx,y)_,, = 135.
= 10(5) — 5(4) = 10(4) — 2(5) = 30. '

Karena A> O berarti x = 4 dan y = §, yang memaksimumkan f(x,y)
terhadap kendala yang (dianggap) berbentuk persamaan, ‘berlaku Juga
terhadap kendala yang berbentuk pertidaksamaan.

Dengan metoda kondisi Kuhn-Tucker langsung d1 mana g(x,)) =
xX+y—9< 0: .

*JRumusan permasalahan mungkin juga berbentuk maksimumkan fix,)) terhadap g{x,}) #
0, atau minimumkan f{x,»} terhadap g(x,») £ 0.
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@2 138 =0+10y—5x—A=0.
dx ax i "

38 1928 o-10x—2y—2=0
ay 20y’ . ‘ ‘

) Ag=0—=A{x+y—9 =0 . dimanag=x+y—9< 0

Jikadl= 0, makax = y = 0agar persam.';ian (a) dan (b) terpenuhi, dan ken-
dala x + y < 9 juga terpenuhi; dalam hal ini £0,0) = 0.

“Jika x + y—9 = 0, maka x = 9 — y, sehiﬁgga:

@ 10y —5x—A=0—10y —45 + 5y —Ai=0 _ _
() 10x—2y —A=0~90—10y—2y—A=0] *- " 3 dan k=30

Dengan memasukkan y = 5 dan A= 30 ke dalam (a) dan (b), diperoleh x =

4. Untuk x = 4dan y = 5, fix,y) ="10(4)(5) — 2,5(4)* — (5)* = 135. Jadi,
sesuai dengan penyelesaian melalui metoda Lagrange sebelumnya, x dan y
yang memaksimumkan f{x, y) terhadap kendala pertidaksamaan x + y < 9
adalah x = 4 dany = 5.

[Dalam pengujian A = 0 sebelumnya kita juga menemukan bahwa flx,)
maksimum pada x .= y = 0, Namun karena f{4,5) > A0,0), sedangkan
kasusnya adalah maksimisasi, maka j(4,5)_lah yang dipilih].
(2) Maksimumkan flx,y) = 20x + 1
X + 5 y+ 10

— x — yterhadapx + y < 15.

Pengan menganggap kendala pertldaksamaan berlaku sebagal sebuah
persamaan, maka menurut metoda Lagrange -

Foyphy= 20x o W0 e oy Ax+y—15)

) xX+5 y+10 ) : '
F,=0-%+920—20x_  ,_ gm0 -, o)
/ (x + 5)* ] 7 (x+ 5)*
F,=0-0t1010—10y , ,; om= 10 _y . @
. o + 10)? p+10? - °

Menurut (i} dan (ij) : (x + 5)* = (v + 10)? . _ _
Menurut kendala:x + y = 15,y = 15 — x} diperoleh x IO.dany 5
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x=10 nilai maksimum Ax,)) = 1,67
y=5 nilai A = -4/9,

Karena A<0 berarti x = 10 dan y = $ tidak berlaku untuk maksimisasi
JIx,») terhadap kendala yang berbentuk pertidaksamaan. ‘Dalam hal ini
persoalan cukup diselesaikan déngan memaksimumkan f{x,y) tanpa
memperhatikan g(x,y), mengingat kendala ini.tidak mengikat.

foo 0 OE D0 —-20x_ o, 10 g
(x + 51, : (x+5)?

g 0o FI00—10y L, 10 g
O + 100 . O+ 107

Jadi, untuk g(x,y) = X + y <15, f{x)) maksimum pada x = S5dany = 0;
nilai maksimum fx,») = 5.

Prosedur penyelesaian langsung dengan kondisi Kuhn-Tucker :

@2 _128_0-_10 _1_s-0

9 x 9 x (x + 5)*

)2 280 19 _y_a-0

2y 2y o + 10)? . i
() Ag = 0—A(x +y—15) = 0 dimanag=x+y—15€ 0
Jika A = 0, maka menurut (a) : = (x + 5)*, sehingga x = 5; sedang-

kan menurut (b) : 100 = (y + 10)’ , sehmgga y=0 Denganx =35 dan y=
0 ini kendala x + y £ 15 terpenuhi; adapun fix,)) =

Jikax + y— 15 = 0, maka y = 15 — x, sehingga berdasarkan (a) dan (b)
diperoleh x = 10 dan y = 5 (lihat penyelesaian sebelumnya melalui metoda
Lagrange); adapun fix,y) = 1,67. Dalam hal ini kendala x + y < 15 juga
terpenuhi. Namun mengingat {5, 0) > 10, 5), sedangkan masalah kita di °
sini adalah. maksimisasi, maka yang paling memenuhi syarat ialah
kedudukanx = S5dany = 0.

Minimumkan fix,») = xX* — xy + 2y? terhadapx + y > 8.
Kondisi Kuhn-Tucker :

@/ 128 _pgsan_y_1=0-
ax J x
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b &S _,2.¢
ay ay

=0 -*—x+4y—).—0

Dlg=0—>A(x+y—8 =0 dimanag=x+y—8=20

Jika A= 0, maka agar (a) dan (b) terpeniuhi haruslah x = y = 0, akan tetapi
kemudian kendala x + y > 8 tidak terpenuhi. Berartid= O (ataux = y =
0) tidak meminimumkan f{x,») terhadap. g(x,y) = 0.

Jlka X+ y—= 8§ =0, dengan katalain y = 8 — x, maka berdasarkan

(a) Ix—8—A=0 x=235 selanjutnya y-= 3

Dengan x = § dan y = 3 kendala x + y > 8 terpenuhi. Jadi, x dan y yang
meminimumkan flx,y) terhadap x + y'> 8 adalahx = Sdany = 3.

Optimisasi bersyarat versi Kuhn-Tucker. dapat pula digunakan untuk
menyelesaikan persoalan-persoalan yang melibatkan lebih dari satu fungsi ken-
dala.. Ini merupakan kelebihannya dibandingkan metoda Lagrange.

10.5 HOMOGENITAS FUNGSI

Suatu fungsi-dikatakan homogen berderajat n- apabila hasilkali setiap
variabel bebasnya dengan sebarang bilangan A menyebabkan nilai fungsinya
menjadi A" kali. Dengau demikian, z = f{x,») dikatakan homogen apabila.

Xz =flix, Ay)
Contoh
l)z—ﬂxy)—2x1—4x’y+y

adalah fungsi homogen berderajat 3, karena

fix, ) = 202 x —412xy+ 22y
=M R2X—4xy + )
= A’f(x,y)
=AMz

2y z= )= 5x* + xy—3*
adalah fungsi homogen berderajat 2, karena
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Sl dy) = 5212 + A2 xp—3 A2 2
=AGx+xy—3y)
= A fix,y)
= A*z

Nz=fxy=9x—1Ty _
adalah fungsi homogen berderajat 1, karena

SAx, AY) = 9Ak —Thy = A(Ox — 7y) =

Fungsi homogen berderajat satu disebut juga fungsi homogen linear.
Perihal homogenitas fungsi merupakan bahasan penting dalam teori pro-
duksi. Dengan diketahuinya derajat homogenitas suatu fungsi produksi, akan
dapat diketahui pula tingkat penambahan hasil produksi atas penambahan
faktor produksi yang digunakan.

Latihan Diferensiasi Parsial

1. Untuk fungsiy = flx,z) = 4x* —6x¥z7 + 3 xz* + 32* + 5, tentukan:

(a) derivatif parsial,
(b) diferensial parsial, dan
(c) diferensial totalnya.

2. Tentukan sampai dengan derivatif-parsial kedua untuk fungsi-fungsi :
(a) y = 38 — 52* +2¢z—4xz* — 9z '

2
(b)JJ=6x’+4§.—-3z+25

3. Hitunglah y ekstrim dari fungsiy = 2x* — 20x + z2 — 8 z + 78, dan
selidiki apakah nilai y ekstrim tersebut merupakan nilai maksimum
ataukah nilai minimum,

4. Hitunglah p ekstrim dari fungsip = -g> —3 7 + 6 g + 24 r — 50, dan
selidiki apakah nilai p ekstrim tersebut merupakan mlal maksimum
ataukah nilai minimum.

5. Optimumkan z = 4 x — 2y dengan syarat x> — »* = 20.
Jelaskan apakah z optlmumnya merupakan z maksimum ataukah
Z minimum,

6. Maksimumkan f{r,s) = # — 10 §* terhadap r — s = 18,

7. Maksimumkan f{x,y) = 10xy — 5x* — 7y + 40 x jikax + ¥y < 13.
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8. Minimumkan f{x,y) = 4x* + 5y* — 6y jikax + 2y2 18..

9. Minimumkan fix,)) = 6 x* + 3 )? jika:
(a) x+ y=18
“ (b) x -!-_y? 18."

100 Maksimumkan flx,y) = Sxy + x¥* —4)* jika:

(@2x+3y=74 e e
(b)2x+3y< 74, o i e ‘

10.6 PENERAPAN EKONOMI

Pendekatan diferensiasi parsial sangat bermanfaat untuk diterapkan pada
model-model ekonomi yang mengandung lebih dari satu variabel bebas, dalam
hal kita hendak menelaah secara parsial pengaruh dari salah satu variabel bebas
tadi terhadap variabel terikatnya.

10.6.1 Permintasn Marjinal dan Elastisitas Permintaan Parsial

Apabila dua macam barang mempunyai hubungan dalam penggunaannya,
maka permintaan akan masing-masing barang akan fungsional terhadap harga
kedua macam barang tersebut, Dengan perkataan lain jika barang A dan
barang B mempunyai hubungan penggunaan, maka :

Q. = AP, P) dan Q, = AP, P)

Derivatif pertama dari Q, dan Q, adalah fungsi-fungsi permintaan mar-
jinalnya, di mana :

a Qd'a
a P

adalah permint'aan marjinal akan A berkenaan dengan P,

de

2 P

b

adalah permintaan marjinal akan 4 berkenaan déngan P,

i

O

Jd P

a

adalah permintaan marjinal akan B berkenaan dengan P,
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a ‘,Qaro
a ,Pb

adalah permintaan marjinal akan B berkenaan dengan P,

Dengan dapat diturunkannya fungsi permintaan marjinal tersebut,
dapatlah dihitung elastisitas permintaan parsialnya. Dalam hal ini terdapat dua
macam elastisitas permintaan, yajtu elastisitas yang mengukur kepekaan
perubahan permintaan suatu barang berkenaan perubahan harga barang itu
sendiri (elastisitas harga-permintaan), dan elastisitas yang mengukur kepekaan
perubahan permintaan suatu barang berkenaan perubahan harga barang lain
(elastisitas silang-permintaarn). : :

CVU A Qda - E Qd‘a a Q:it:'l - P a

Ny = _ —_ = . —
“ wair - ER, 2P 0,
Yo b Q EQ, _ 99, P

N = . =. - = -
% A P, EP, a P Q,

% A Qda . E Qda. -9 Qda - P b

Ny = = 5 = = e T
. Y% A P, EP, a P, Q.
YA Q, EQ, _ 9 Csw P,

r]ba = = - -
% A P, EP g P, Q.

N dan n, keduanya merupakan elastisitas harga-permintaan. Sedangkan n,,
dan n,, keduanya adalah elastisitas silang permintaan. Jika baik n,, Maupun
", keduanya negatif ( n,,"<0 dan n,, <0) untuk P, dan P, tertentu, berarti
hubungan antara barang 4 dan barang B adalah komplementer atau saling
melengkapi; sebab penurunan harga salah satu barang akan diikuti oleh
kenaikan permintaan atas keduanya. Sedangkan jika baik n., Mmaupun n, ke-
duanya positif (n,, > 0dann,, > 0) untuk P, dan P, tertentu, berarti hubungan
antara barang 4 dan barang B adalah kompetitif/substitutif atau saling meng-
gantikan; sebab penurunan harga salah satu barang akan diikuti oleh kenaikan -
permintaan atas barang tersebut dan penurunan permintaan atas barang lain-
nya.

IR . i
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Kasus 57

Fungsi permintaan akan barang 4 dan barang B masing-masing ditunjuk-
kanolehQ,.P. .P, —1=0danQ,.P, .P,—1=0.
Berapa elastisitas permintaan masing-masing barang dan bagaimana hubungan
antara kedua barang tersebut ? '

Q.. P P—1=0 Q,.P.P—1=0
_ 1 . 1
Qda - —2—3 de = S
‘Pa Pb , f,:av Pb
3 . [
Q.=F, 'P: Q= P:;Pbl
a Qda g a Q ) 3 s
é—}—)'“— = -2 P:-}j: .a__-_P:b - P:-P:
20, 2 54 20 4
a_ﬂ; = -3 Pg 'pb 3 de = 3 P, 'Pb
n, = 2 % B _ 2p. _ P,
apF Q, PP
Ny = 8 Q, P, _ -P;’.P-: P, = -}
OB Q, PP,
Nes = 9 G, A - '3P;2'P;' —L = -3
o PP
N = 9 On F. = BP:.P:. _P" . = -3
5P, 0O, T TEE

Barang 4 adalah barang elastis karena n,, > 1. Sedangkan B adalah
barang yang unitary-elastic karena n, = 1. (Ingat : dalam menafsirkan
elastisitas harga-permintaan cukup dengan melihat besarnya angka hasil
perhitungan. Tandanya tak perlu dihiraukan). Adapun hubungan antara A dan
B adalah bersifat komplementer karena n,, <0 dan n,, <0:
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10.6.2 Perusahaan dengan Dua Macam Produk dan Biaya Produksi
Gabungan

Apabila sebuah perusahaan menghasilkan dua macam output, dan biaya
yang dikeluarkannya untuk memproduksi kedua macam produk itu merupa-
kan biaya produksi gabungan (joint production cost), maka penghitungan
keuntungan maksimum yang diperolehnya dapat diselesaikan dengan
pendekatan diferensiasi parsial, Dengan metode serupa, pendekatan ini dapat-
pula digunakan untuk menganalisis kasus perusahaan yang menghasilkan lebih
dari dua macam produk yang biaya produksinya juga merupakan biaya pro-
duksi gabungan.

Andaikan sebuah perusahaan memproduksi dua macam Barang, A dan B,
di mana fungsi permintaan akan masing-masing barang dicerminkan oleh Q,
dan Q,, serta biaya produksinya C =/Q,, Q,), maka

Penerimaan dari memproduksid : R, = Q,. P, = Q)
Penerimaan dari memproduksi B: R, = Q, . P, = Q)

Penerimaar total: R = R_ + R, = Q) + AQ,)

Dengan biaya total C = AQ,, Q,), fungsi keuntungannya :
n=R—C= ﬂQg) + ﬂQb) _ﬂQEl Qb) = g(Qq’ Qb)

n maksimum bilan’ = 0.

9 =«
1 . = =
Do 39 =°
2)n = 9 = =90
o 29

Dari (1) dan (2) nilai Q, dan nilai O, dapat diperoleh. Selanjutnya .nilai n
maks:mum bisa dihitung..

Kasus 58

Biaya total yang dikeluarkan sebuah perusahaan yang memproduksi dua
macam.barang, 4 dan B, ditunjukkanolehC = @ + 30} + Q,. Q.. Harga
jual masing-masing barang per unit adalah P, = 7 sedangkan P, = 20.
Hitunglah berapa unit masing-masing barang harus diproduksi agar keun-
tungannya maksimum dan besarnya keuntungan maksimum tersebut.

_R;: = Qa'Pa.,=.7Qa . J
' R=R +R =7Q +200Q,
R,=0,.P =200, . )

T=R—C=7Q,+200,— Q. -3¢ —0Q,.0,
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Agar n maksimum, n' =0

M I "=0-7-20-0=0
5 _

@2 " -0-0_60—0=0
2 Q,
Dari (1) dan (2) diperoleh Q, ='2 dan'Q, = 3
nmaksimum = 7Q, + 2_0Q°——Q: —-3Q: —-Q, . Q,
= 7(2) + 20(3) — @ — 303) — (A)(3) = 37.

Jadi agar keuntungan maksimum, perusahaan harus memproduksi 2 unit A
dan 3 unit B dengan keuntungan sebesar 37. v :

Kasus di mana perusahaan memproduksi lebih dari satu macam barang dengan
biaya produksi gabungan, dapat pula diselesaikan melalui nilai-nilai mar-
jinalriya; yakni dengan memformulasikan penerimaan marjinal masing-masing
b‘arang sama dengan biaya marjinal barang yang bersangkutan, MR =" MC.,

Berkenaan dengan soal tadi, « maksimur_n akan diperoleh bila :

MR, = MC, dan MR, = MC,

‘R=1Q, +200, C=Q'+3Q!+0Q,.0
MR, =R =17 MC,='C, =20, + g
- MR,= R =20 MC,=C' =60 +0Q,

MR, =MC,>1=2Q, +Q+T—20,—Q, =0..0cvvvrvnrn... ()
. MR, =MC,~20=60,+Q,*20—60,—Q, =0........... cee )

" Dari (1) dan (2), Q, = 2dan Qb = 3, selanjutnya n = 37,

3

10.6.3 Utilitas Marjinal Parsial dan Keseimbangan Konsumst

Dalam kenyataan sehari-hari, seorang konsumen tidak hanya mengkon-
sumsi satu macam barang tetapi berbagai macam. Jika kepuasan konsumen
dilambangkan dengan U dan barang-barang yang dikonsumsinya dilambang-
kan dengan ¢q, (i =, 2, «-+ssy 1), maka fungsi utilitas dapat dituliskan dengan
notasi U = flgi, Gz, @55 -+ Ga). :
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Seandainya untuk penyederhanaan dianggap bahwa seorang konsumen ﬁanya :
mengkonsumsi dua macam barang, katakanlah X dan Y, maka fungsi
utilitasnya adalah :

U= fixy

Derivatif'pertamé_ dari U merupakan utilitas marjinal paréialnya.__

_a_U ad‘al_ah utilitas 'marjinal-berkenaz;n dcngan__barang X.

Jdx

- ﬂj_ édalah utilitas n{arjinél bérkenqan dengan barang Y.

- a y

Untik U = koristanta tertentu, fungsi utilitas U = Axy) merupakan suatu
pprsan'_naa’n Kurva indiferé_nsi (indifference curve), yaitu kurva yang menunjuk-
kan berbagai kombinasi konsumsi barang X dan Y yang memberikan tingkat
tingkat kepuasan yang sama. : - .

Keseimbangan Konsumsi. Keseimbangan konsumsi maksudnya ialah
suatu keadaan atau tingkat kombinasi konsumsi heberapa macam barang yang
memberikan kepuasan optimum. Secara geometri, keseimbangan konsumsi
terjadi pada persinggungan kurva indiferensi dengdn garis anggaran konsumen
(budget line). Garis anggaran adalah garis yang mencerminkan kemampuan
konsumen membeli berbagai miacam barang berkenaan dengan harganya
masing-masing dan pendapatan konsumen. Jika pendapatan konsumen ber-
jumlah M serta harga barang X dan barang Y masing-masing P, dan P, per
unit, persamaan budget line-nya dapat dituliskan dengan notasi
M= x.P + yP. . -

Tingkat kombinasi konsumsi yang memberikan kepuasan optimum atau
keseimbangan konsumsi dapat dicari dengdn Metoda Lagrange. Dalam hal ini,
fungsi utilitas UV = Ax,») dimaksimumkan terhadap fungsi anggaran

M= x.P + Y.P,. Analog dengan penyelesaian keseimbangan produksi
sebagaimana diuraikan pada seksi sesudah ini, diperoleh fungsi baru
Lagrange :

Ax,y) = f(x, y) +'i(¥-P; +y.P, — M)

.Agal‘F"maksimum-: R

Fxy) = 0L+ AP = O, cee (D)
F@y) =02L00)+ AP, = 0.oviveneeeeinan @
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Selanjutnya perhatikan :

LU = fin )

Ultilitas total L
Utilitas marjinal : MU = U’ = f'(x, ») . |
ST . v _avu
(i) utilitas marjinal barang X': MU, = fi{x, ) = 55
X
(ii) utilitas marjinal barang ¥ : MU, = f,(x, ») = %y_ '
. , X : ¥y
Menurut (1) : £, (5, ) + AP, = 0—»— A= S )
. P,

e LG

Menurut (2) : f,(x,») + AP, = 0
. P?
Dari (1) dan (2), ‘
T L0 )
TP, P,
MU, MUy
P, P,

" Jadi‘dalam rumusan lain dapat pula dinyatakan, bahwa keseimbangan kon-
sumsi akan tercapai apabila hasilbagi utilitas marjinal masing-masing barang

terhadap harganya bernilai sama.
e ’ ,

- ‘Kasus 59 .- e : .

Kepuasan seorang konsumen dari mengkonsumsi barang X dan Y -dicer-
minkan oleh fungsi utilitas U = x*y*. Jumlah pendapatan konsumen 1.000 ru-
piah, harga X dan harga ¥ per unit masing-masing 25 rupiah dan 50 rupiah.

a) Bentuklah fungsi utilitas marjinal untuk masing-masing barang.
b) Berapa utilitas marjinal tersebut Jlka konsumen mengkonsumsx 14 unit X
dan.13 unit ¥ ? .

¢) Jelaskan apakah dengan mengkonsumsi 14 unit X dan 13 unit Y kepuasan
konsumen optimum ataukah tidak.
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28U

= c—

MU{. =“ U
< a y

b) Jlkax = 14dany = 13, - .

MU,
M Uy =

2(14)(13y
3 (14)'(13)’

it

P, 25 .

) T -
O T
. A

- 99.372 i.‘9q7; a“

P T®

1

3x=y=

i

= 99.372
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a L WoTe T ’.i‘-" .

61.516

HUX # MUY

P. P,

N ity 14
- vy

- Berarti kombinasi konsum51 14 unit X dan I3 unit ¥ udak membenkan
kepuasan opnmum, tidak terjadi keseimbangan konsumsi.

Kasus 60

+
.

Untuk soal Kasus 59 di atas, hitunglah kombmam konsums1 X dan Yyang
memberikan kepuasan optimum, serta besarnya nilaj kepuasan optimum.
Buktxkan pula bahwa pada tingkat kepuasan optlmum tersebut MUy /P =

R, R ,..‘,-‘ e

25x + S0y — 1.000 =

MU,-/P e

Dot L PR ST N By

' U=x'y‘ }F(x,y) = ‘x’"y’ AR5 x + 50y Z 1.000)
0

= X'y + 251x + 50y — 1.000 A

.. Agar Fmaksnmum Tt e g e T s, ‘

e --‘r"‘.-r:-«;;.‘ Y R TR oo

T A ny‘ +2ATLEQ -y 2N s R 0
T

.j‘ R FC L :_r‘: D

Tt . Ay 1
F, =320 £504 =0—-_—)=3¥0 . N o)
AR 50 . .

Lot
b
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Berdasarkan (1) dan (2),

2.2 i ’
2 - 3P 10002 = 75007, y = S x
25 50 L o 4 .

25x + 50 y—1.000 =

25x + 50 (%) = 1.000~x = 16
4

y=-"_x=2
4
U ='x2p*= (160 (12)° = 442.368. _
Kombinasi konsumsi yang memberikan kepuasan optimum adalah 16 unit X
dan 12 unit ¥, dengan nilai kepuasan U.= 442,368, : -

'Untuk x = 16dan y = 12,

MUy = 2xp* =2(16)(12) = 55.296 -
MU, = 3xy =3(16) (12)" = 110.592
MUy /P, = 55.296/25 = 2.211,84

MU, /P, = 110.592/50 = 2.211,84 terbukti.

MU, _ MUy,
P, P,

10.6.4 Produk Marjinal lfarsial dan Keseimbangal_l Produksi

Untuk memproduksi sesuatu barang pada dasarnya diperlukan beberapa
macam faktor produksi seperti tanah, modal, tenaga kerja, bahan baku, mesin-
mesin dan sebagainya. Jika jumlah keluaran yang dihasilkan dilambangkan
dengan P dan masukan yang- digunakan . dilambangkan dengan X
(G =12........ , n), maka fungsi produksmya dapat dituliskan dengan

notas1P S Xy Xy o, X)), . . -

Sebagian dari masukan yang digunakan sudah barang tentu merupakan
masukan tetap, sementara sebagian lainnya adalah masukan variabel. Selanjut-
nya jika untuk memproduksi suatu barang dianggap hanya ada dua macam
.masukan variabel (katakanlah K dan L), maka fungsn produksinya secara pasti
dapat dmyatakan dengan
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P =Rk D

Derivatif pertama dari P merupakan produk marjinal parsialnya.

a_:: adatah produk mafjinal berkenaan dengan masukan X

a_f adalah produk marjinal berkenaan dengan masukan L

Untuk P = konstanta tertentu,. fungsi produksi P =-fik, bmbmpakan suatu

. persamaan isoquant, yaitu kurva yang menunjukkan berbagai kombinasi peng-

gunaan masukan K dan L yang menghasilkan kelitaran dalam jumlah sama.

. Keseimbangan Produksi. Keseimbangan produksi maksudnya ialah-suatu
keadaan atau tingkat penggunaan kombinasi faktor-faktor produksi secara op-
timum, yakni suatu tingkat pencapaian produksi dengan kombinasi biaya
terendah (feast cost combination). Secara geometri, keseimbangan produksi

.-terjadi pada persinggungan isocost dengan isoquant. Isocost adalah kurva yang

mencerminkan kemampuan produsen membeli berbagai macam masukan
berkenaan dengan harga masing-masing masukan dan jumlah dana yang
dimilikinya. Jika jumlah dana yang dianggarkan untuk membeli masukan K
dan masukan L adalah sebesar M, serta harga masukan K dan masukan L
masing-masing P, dan P,, persamaan isocost-nya dapat dituliskan dengan
notasiM = k. P, +1.P,

Tingkat kombinasi penggunaan masukan yang optimum atau’ "least cost
combination” dapat dicari dengan metoda Lagrange, Dalam hal ini fungsi pro-
duksxP = flk, I)dlrnaksmumkan terhadap fungsi isocost M = k. P, + L. P,

Fungsi tujuan yang hendak dxoptlmumkan P j(k 1)
Fungsi kendala yang dlhadapl tM=kLkP +1LP .
' ' . k.P+1.P,—M=0

3

ang51 baru Lagrange F(k H = ﬂk N+ A(k P. +l P, — M)

"'Syarat yang diperlukan agar P(k )] maksnmum

F. (k) = —-f.(ko+m _o..‘."..'.....' ........ T ()
Fi (kD 0—-ﬂ(k1)+1P,_0.........., ........ e (D

Dari (1) dan (2) mlal k dan nilai / dapat dlperoleh Selan]utnya nilai D
maksimum bisa dihitung.
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Sekarang perhatikan :

Produksi total = : P-= fik,])

(i) produk marjinal masukan K: MPx = f, (k,)) = E
gk
(ii) produk marjinal masukan L : MP, = fi(k.,)) = __af
. 2

Pengembangan lebih lanjut persamaan (1) dan (2) di atas tadi akan
mengha§ilkan : .

(D AU+ AP, = 0=fitk) = —aP,, —1=Srlld

. ) e Py

@ Sk + AP, = 0~fikl) = —aP, —r= J&D
' . ) e Py

Dengan demikian, syarat keseimbangan produksi dapat juga dirumuskan :

Sl ) _ fitk, D)

P, P,
MP K -. — MP A
P, P,

Jadi dalam rumusan lain dapat pula dinyatakan, bahwa produksi optimum
dengan kombinasi biaya terendah akan tercapai apabila hasilbagi prodiik mar-
jinal masing-masing masukan terhadap harganya bernilai sama.

Kasus 61

Fungsi produksi suatu barang dinyatakan dengan P = 6 k*° '”, Ben-
‘tuklah fungsi produk marjinal untuk masing-masing faktor-produksi. Berapa
produk marjinal tersebut jika digunakan 8 unit X dan 27 unit Z ?

P‘=-6kw rich ,

173
MPy =P, = 28 _ 42 pn o 4l
. a k kll!
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Jika k
MP, = @D _aN/ 21 _ 40) _

8" \’/—s 2
Mp, = 2807 _ 2%/ 8 _ 2/ 64 _ 2(4 _

27 N/2m N/ 729 9 ‘9

8dan/ = 27,

it

Kasus 62

Seorang produsen mencadangkan 96 rupiah untuk membeli masukan K
dan masukan L. Harga per unit masukan K adalah 4 rupiah dan masukan L
adalah 3 rupiah. Fungsi produksinya P = 12 k/. Berapa unit masing-masing
masukan seharusnya ia gunakan agar produksinya optimum, dan berapa unit
kelvaran yang dihasilkannya dari kombinasi tersebut ?

Fungsi produksi yang hendak dioptimumkan : P = fk, ) = 12 &/
Fungsi isocost yang menjadi kendala M =kpP +LP
9% =4k + 31/,
9% —4k—31=0.

Fungsi Lagrange :

12K+ M(96—4k—3))
= 12kl + 96 A— 42k —3 1!

Flk, )

Agar Fmaksimum, F, = 0dan F, = 0

Foth)= 121 — 44=0-—> =31 } |
: 3/

: =4k
Fk,) = 12k—3A=0 —= A=4k
9 =4k + 31/
96 =4k +4k—~>9=8k— k = |2

1= 4/3(12) =
P = 12kl = 12(12)(16) = 2304.

Jadi agar ptoduksinya optimum seharusnya digunakan kombinasi 12 unit X
dan 16 unit L, dengan hasil produksi 2304 unit.

"
; A

Pt rAy el .
EA I R
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Kasus 63

Buktikan bahwa, dengan menggunakan data pada soal Kasus 60 di atas,
untuk mencari tingkat produksi optimum berlaku ketentuan MP, /P, =

MP, /P,

P=12ki »MPy =22 _ 127 dan MP, = 22 - 12k
: 3k 31

Untuk Py = 4, P, = 3,k = 12dan/ = 16:

MPy _ MP, 120 _ 12k L 12(16) _ 12012) oy 100

P& P’ 4 3 4 3

' ILIK Panpus] ARAA rﬂ
‘“ FAKULTAS EKONOMI

“NIVERSITAS ISLAM INDONESIA"
YOGYAKARTA !
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- INTEGRAL
Dalam kalkulus integral dikenal d'ua'fnacam pengertian iniegral, mereka
adalah integral taktentu (indefinite integral) dan integral tertentu (definite in-
tegral). Integral taktentu adalah kebalikan dari diferensial, yakni suatu konsep
yang berhubungan dengan proses penemuan suatu fungsi asal apabila turunan
atau derivatif dari fungsinya diketahui. Sedangkan integral tertentu merupakan
Ssuatu konsep yang berhubungan dengan proses pencarlan luas suatu area yang
batas-batas atau limit dari area tersebut sudah tertentu, = -

11.1 INTEGRAL TAKTENTU

Mengintegralkanl suatu fungsi turunan f{x) berarti adalah mencari integral
atau turunan-antinya, yaitu F(x).

Bentuk umum integral dari f{x) adalah :

I ) dx = F(x) + ;‘

di mana k adalah sembarang konstanta ‘yang nilainya tidak tertentu, Dalam -
rumusan di atas, tanda [ adalah tanda integral; f(x) dx adalah diferensial dari
Ax); Ax) sendirian disebut integran; dx sendirian disebut diferensial; F(x)
adalah integral partikular; k adalah konstanta pengintegraian; dan F(x) + k
merupakan fungsi asli atau fungsi asal. Proses mengintegralkan disebut juga in-
tegrasi.
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- sial dinamakan integral taktentu.
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. Dalam diferensial kita menemukan, bahwa jika misalnya suatu fungsi asal
dilambangkan dengan F(x) dan fungsi turunannya dilambangkan dengan Sf{x)
maka

‘untuk fungsiasal : Flx)=x* + 8§

fungsi turunannya : flx) = a‘F(_x) =2x
dx

Jika prosesnya dibalik, yakni fungsi turunan f{x) diintegralkan, maka

J fdx = Fx) + k=x* + k

Karena derivatif dari ‘setiap - konstanta adalah nol, maka dalam
mengintegralkan setiap fungsi turunan konstanta k tetap dalam bentuk k. Ar-
tinya nilai konstanta tersebut tidak dengan sendirinya bisa diisi dengan
bilangan tertentu (misalnya 5, dalam contoh tadi), kecuali jika di dalam soal
memang sudah ditentukan nilai konstantanya. Karena ketidaktentuan nilai
konstanta itulah maka bentuk integral yang merupakan kebalikan dari diferen-

i’

11.2 KAIDAH-KAIDAH INTEGRASI TAKTENTU

Karena integrasi taktentu pada dasarnya merupakan kebalikan dari
diferensiasi, maka kaidah-kaidah integrasi taktentu akan dapat dipahami ber-
dasarkan pengetahuan tentang kaidah-kaidah diferensiasi.

-

Kaidah 1. Formula pangkat

xn+l'+k - '1n¢__.l

S oxrndx =

n+1

Contoh :

W f xede= " v k=%t k=02x +k
4+1 5 )

Bukti: 2 (02x5 +'k) = x4
dx ' ’
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@S ade=3%"" 4 k= ax vk
0+1.

Bukti: & (4x+ k) =4
dx

3 S 3x=dx=3x“'+k_=x3+k

2+1
Bukti: £ (4 k) = 3x?
.dx .
@fde=*" 4+ k=x+k
0+l_

Bukti: & (x4 &) = I
dx

5) f (x+1rde = EFUT g

=l sy +k
2+1 . 3

Bukti: & ! w41 4+ k=(x+ 1)
de 3

Kaidah 2. Formula logaritmis

J _l_a'x=1nx+k
x

Contoh :

M f 2ax=3mx+k
X

Bukti: ¢ Glnx+ &) = >
: dx x

@f 3 ax=r39+D g3+ 1)

+ Kk
x+1 . Tox+ -

Bukti: £ {3ln(x+ 1)+ k)= 3
‘ dx , x+1
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Kaidah 3. Formula eksponensial _

[ exdx=ex+.k
[ evdu=ev+ k u = ffx)

~ Contoh :
(1) I e_‘.‘z dx = f e-""zd(x + 2) —_ e.nl + k

Bukti: & (ex+1 + k) = ex++
dx

@ [ ervdx= 171 erxd@x =1 ek
2 A

Bukti: & (1 exx 4 ) = e
dx 2
1

(3) f e3x+2dy = 'if 3'3’*20'(-31‘*- 2) =-._" eg3x+2 4 &
3 3

Bukti : if_(-__l__e-!x+2 + k) = glrs+2
dc 3

Kaidah 4. Formula penjumlahan

[J {0 +ex)}idx =[ fX)dx + | gx)dx
= Flx) + G(x) + &

Contoh : )
M [ *+3xDdx=] xtdx+ [ 3x2dx=0,2x5+ x! + k.

Bukti: 9 (0,2x% + x3 + &) = x* + 3 x?
dx

@S e+ Lyde=J esde+ f Lax=ert+inx+k
X X

Bukti: & (e+ lnx+ k) =er+ )
dx X



by, — &
S )I+z(01"'=x€)_
ty 4 _z_ : X_Q ' |
¥+ o =menf=onx9 [ =xp@l—:Xe}x9 [

: e38ulyag 'x 9/np = xp

Neje ‘X 9 = Xp/Np BYBW {0] — X § = A UBY[ESIW ‘ISMIISqNs BIED UB3UAQ

¥+ e XOE—X§'y =xp(Xx09— X8 [ =x0 01 —:x€)x9 [

: SunsSue[ neje eselq uelesajaiuad eleds ueduag
xp (01 —:x €)x 9 [ yejueyresapg (1)
! oo

xp [ !38(3 yminsqns ueyednlow np . f uep {x)& = n euew 1p

pr :
Y+ (Wd =np ) [ =xp 0 (O [

_ ISRIISqNS B[N0 4 "9 yBprBy

AN
W X- = ( Foex : ) P : nyng

v g
AFxe=0r + T) =apex [1-=xpx- [ @)
- . ) xp
X . XE =0 + ), inang
- LT+ '
X E X =P+ T e =X Je=xpoxe [ (D)

s

: youo)

0 #u - xpeyf [u = xp)u |
usjjeyiad BnuIL ] 'S YBPIBY

' ) xp
X0l —:xg = (¥ +‘zx§—gx)‘p—:;1)|na

A+ X§— X =XpXOL [ —xpex¢ f=apxo1 —ex¢) [ (5) .

e ) . - ' « i~ 10489pu)
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_l..(9x‘—60x2 + 100} + k,
2

=45x+—30x2+ 50 + &k,
=45x*—30x? + &k

towARy R
)
et
e

di mana k = 50 + &, e fa
(2) Selesaikanlah [ A IRTAN o
X2+ 6x - b
. du i ",
Misalkanu = x? + 6x, maka _— = 2x+ 6§

dx

Karenanya pembilang l.\: + 3) = Vi (du/dx). qehmgga’

f‘x'+3 dx:f'/z(du/dx)dx _
X3+ 6x W

o pdu_ 1 du -

u 2 u P a7 s -

' i

=Lf_l_du=ilnu+'k-' o

2 u 2
= Vintxt + 62 + k.

2

Lglihan Integrasi ITaktenlu

Selesaikanlah : o
1. [ x*dx

2. [ x*dx

3. J9x2dx - ;
4, J’iidx

X

5. f (x*—i/x + 4 ax | g
6. V2 + Sxdx -. -

7.5 3% A

’;r_“.!;f: Vo
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10.

11,

12.
13,
14,
15.
16.

17.

18. |

19.

20,

S xrerxdx

I xer dx
1+ x):2

f (Wx— Lyax

Vx
I(l—2x)1dx
V2 x
JxVx—5z2dx
J xInxdx
fes(x+ 1)zdx
Ixe-“dx
[ xe~*dx
J.x2 + 3x—2dx
b

(x + 1) dx
(x+ 1?2 + (@ + 1)?

dx

SO +3x+42Q2x + dx

%+ oy dx

11.3 PENERAPAN EKONOMI

Pendekatan intégral taktentu dap
fungsi total dari

273

at diterapkan untuk mencari persamaan

suatu variabel ekonomi apabila persamaan fungsi mar-

“-jinalnya diketahui, Karena fungsi rharjinal pada dasarnya merupakan turunan
dari fungsi total, maka dengan proses sebaliknya - yakni integrasi - dapatlah

dicari fungsi asal dari fungsi turunan tersebut atau fungsi totalnya.

11.3.1 Fungsi Biaya

Biaya total C=R0
Biaya marjinal_ tMC=C' =

dc
dQ

= .

¢
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Biaya total tak lain adalah integral dari biaya marjinal

C=Jf MCdQ =] f(QdQ

Kasus 64

Biaya marijinal suatu perusahaan ditunjukkan oleh MC = 3 P —60+
4, Carilah persamaan bizya total dan biaya rata-ratanya. '

Biaya total :C = [ MCdQ

= [ (302—60Q+ 4)dQ
= Q’—3Q2+40+ k&
&

Biaya rata-rata: AC = =Q:—30+ 4+ Kk/Q

Konstanta & tak lain adalah biaya tetap. Jika diketahui biaya tetap
tersebut sebesar 4, maka :

C =Q'—30:+40Q+ 4
AC= Q:—30+ 4+ 4/Q

11.3.2 Fungsi Penerimaan

Penerimaan total : R=1Q) dR
Penerimaan marjinal : MR = R' = — = f(Q)
dQ

Peperimaan total tak lain adalah integral dari penerimaan marjinal

R=J MRAQ =S J (Q) dQ_

Kasus 65

Carilah persamaan penerimaan total dan penerimaan rata-rata dari suatu
perusahaan jika penerimaan marjinalnya MR = 16 — 4 Q. ’

Penerimaantotal - : R = | MRdQ '
= J (16 —4Q)dQ
= 16Q0—20:*

Penerimaan rata-rata: AR = £ =16—20Q

Q

Dalam persamaan penerimaan total konstanta k¥ = 0, sebab penenmaan tidak
akan ada jika tak ada barang yang dihasilkan atan terjual.
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11.3.3 Fungsi Utilitas

Utilitas total : U= f0) du
Utilitas marjinal : MU = U" = 2~ = f (O)
. dQ .

-

Utilitas total tak lain adalah integral dari utilitas marjinal

U= [ MUdQ = | f'(Q) dQ

Kasus 66

Carilah persamaan utilitas total dari seorang konsumen jika utilitas mar-
jinalnya MU = 90 — 10 Q.

Utilitas total: U= [ MU dQ
= J (90— 10 Q) dQ
We—-50:

i

Seperti halnya produk total dan peherimaan total, di sinipun konstanta
k = 0, sebab tidak akan ada kepuasan atau utilitas yang diperoleh seseorang
jika tak ada barang yang dikonsumsi. - '

11.3.4 Fungsi Produksi

Produk total 1 P= j(X) di mana,
P = keluaran; X = masukan

Produk marjinal : MP = P' = _::;_ = f{X)

Produk total tak lain adalah integral dari produk marjinal

P = fMPdX; T (X c;X

Kasus 67

Produk marjinal sebuah perusahaan dicerminkan oleh MP = 18X — 3.X2.
Carilah persamaan produk total dan produk rata-ratanya. :

Produk total : P f MPdX
JI8X—3X»)dx

9X2— X3



276 Dumnairy, Matematika Terapan untuk Bisnis dan Ekonomi

Produk rata-rata: AP = £ =9X —X?

X

Dalam persamaan produk total juga konstanta k = 0, éeba‘tb tidak akan
ada barang (P) yang dihasilkan jika tak ada bahan (X} yang diolah atau
digunakan.

11.3.5 Fungsi Konsumsi dan Fungsi Tabungan

Dalam ekonomi makro, konsumsi (C) dan tabungan (S) dinyatakan fung-
sional terhadap pendapatan nasional (Y). .

Lo

C=AV=a+bY

Mpc=c' =% _rm=2b
- d‘Y .

Karena ¥ = C + §, maka
S=g(Y)=-a+.(l—b)Y

MPs =5 =% —gM=0-1b

dy

Berdasarkan kaidah integrasi, konsumsi dan tabungan masing-masing
adalah integral dari marginal propensity to consume dan marginal propensity
to save. '

J MPCdY = RY)+ k k= a
J MPSdY = G(Y) + k Tk =-a

C
S

Konstanta & pada fungsi konsumsi dan fungsi tabungan masing-masing
adalah autonomous consumption dan autonomous saving.

Kasus 68

Carilah fungsi konsumsi dan fungsi tabungan masyarakat sebuah negara
jika diketahui autonomous consumption-nya sebesar 30 milyar dan MPC =
0,8. - : .

C = [ MPCdY = [ 0,8dY = 0,8 Y + 30 milyar,
S = [ MPSdY = [ 0,2 dY = 0,2 ¥ — 30 milyar,

atauS§ = Y—C = Y — (0,8 Y — 30 milyar) = 0,2 Y — 30 milyar.
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11.4 INTEGRAL TERTENTU

Integral tertentu adalah integral dari suatu fungsi yang nilai-nilai variabel

- bebasnya (memiliki batas-batas) tertentu. Integral tertentu digunakan untuk

menghitung luas area yang terletak di antara kurva ¥y = frx) dan sumbu-

horizontal — x, dalam suatu rentangan wilayah yang dibatasi oleh x = a dan x
= b.

Dalam integral taktentu kita temukan bahwa :

ffdx = F) + &

Jika kita ingin mengetahuij hasil integrasi tersebut untuk suatu rentangan
wilayah tertentu, katakanlah antara x = adan x = & di mana g <b, makax
dapat disubstitusi dengan nilai-nilai ¢ dan » sehingga ruas kanan persamaan di
atas menjadi ; :

{rby+ k} — {Ad + k} = RB)— Ra)

‘Fb) — Ka) adalah hasil integral tertentu dari f{x) a_ntaré a dan b. Secara
lengkap persamaan pertama tadi dapat dituliskan menjadi :

b

J Axdx = [Rx)], = Fb) — Fla)

h
Notasi [ f(x)dx dibaca integral f(x) untuk rentang wilayah x dari « ke &.
Selanjutnya — mengingat ¢ <b — @ dinamakan - batas-bawah integrasi,
sedangkan b disebut baras-atas integrasi.

Pemahaman tentang integral tertentu ini akan lebih gamblang dengan ban-
tuan penjelasan grafis. Andaikan kita memiliki ¥ = Ax), dan hendak dihitung
luas area di antara kurva y = f{x} dan sumbu horizontal x untuk rentangan darj
x = a ke x = b. Langkah pertama yang harus dilakukan ialah menetapkan a
dan b pada sumbu horizontal x, sehingga diperoleh suatu rentangan atau inter-
val wilayah antara ¢ dan b. Kemudian rentangan ini dibagi-bagi menjadi
sebanyak » sub-rentangan Ax, yang sama lebar. Nilai masing-masing sub-
rentangan tak lain adalah Ax, = (b — a)/n; dan karena masing-masing sub-
rentangan sama lebarnya, makaAx, = Ax, = Ax, = ........ = Ax,. Langkah
berikutnya ialah menetapkan sebarang nama untuk titik-titik yang membatasi
tiap-tiap sub-rentangan, katakanlah X .. Perhatikan Gambar 11-1 di bawabh ini.
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A
/\13 Ax” \
r=fix
v r=frx)
{'\.\'I
Y
- x
0 a < Xa v X X; X; b
xn *n

Gambar 11—1

Nilai atau harga masing-masing titik yang membatasi tiap sub-rentangan

adalah :
X,= a
X, =a+Ax
X, =a+2(4x
X, =a+ 3(A x

.....................

X, =a+n{Ax)=§f

Luas seluruh area di bawah kurva untuk rentangan dari a ke b, dengan perka-
taan lain dari x, ke x, adalah :

'n
Ax)Ax + fi)A x, + ... +AX)Ax, = I fix)Ax
‘ i=1

Dalam hal A x sedemikian kecil-kecilnya atau mendekati nol, sementara n
sedemikian banyaknya atau mendekati tak terhingga, maka berlaku
n n b5
lifn Z Aix)Ax = lim X fi)Ax, = [ AxNdx
n—- = Ax—=0 i=1 e
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Selain untuk menghitung luas suatu area antara sebuah kurva dan salah satu
sumbu, integral tertentu dapat pula digunakan untuk meénghitung luas suatu
area yang terletak di antara dua kurva.

Andaikan kita memiliki dua buah kurva y, = fix) dany, = g(x), di mana
JIx) < g(x).: Maka luas area antara kedua kurva ini untuk rentang wilayah dari a
ke b (a < b) adalah :

[ {s0—fw}de= [ godc— [ fax

7 A
yo = 8lx)
-.-‘-_-——‘—--‘- | /
/ 1 = fix)
0 P b > X

Gambar 11—2

115 KAIDAH-KAIDAH INTEGRASI TERTENTU

Untuk a <c <54, beriaku :

b b .
1. [ fxdx=[Rx] = Kb — HAa
Contoh: [ x‘dx=[x_s]’ =l-[x’], =
: z 5 5 2

1 3125 — 32) = 618,6
5

2. [ f dc=0
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. . <y . |
Contoh:jzx‘dx=[f_s]2- l-,' ]2
? . 5

la2—3=0
s .

3. [ A dx = { ) dx

[

Contoh : _fls X4 dx = 618,6

2

. . 'J;zx‘dx'—_"[.x_,]’:
- 5

RETT I =- 1 32— 3125) = 618,6
5 5

4. J Kfdx = k[ fdx

Contoh : :

S sxtdxe=[xs] = 3125 — 32 = 3093,
5;2’ x4dx = 5(618,6) = 3093.

b i b
e 5 U WY dx = [ fde + [ glidx

Contoh : j: (x*+ 5x9dx = _J;H'x‘ dx + _j’z" 5x4dx

= 618,6 + 3093 = 3.711,6
6. f: Sdx + 'fcb Sdx = fbf(x) dx

Contoh : f:"x‘ dx + J':x‘ dx

X3 3 X3 3
= [.5_],+[_5-J,

= Leas—32 + 1 (3125 — 243) = 6186
5 5
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Latihan Integrasi Tertentu

Selesaikanlah :

1.

2

10.
11.
12.
13.
14,

15.

J"sxdx

f: X dx

._l';68.1rJ dx’

. f‘lﬁ (x + é)x’) dx - 1
. f; (3x2—l-2.‘x)‘dx |

. _l'oJ (x2—2x+ dx
I @x+ syax

. f: (Bx2—2x)dx

S Bxt+2x0de

j_: (x + 9.x3) dx

] (x*—2x + 3 ax
S @x+ NE—xdx
I,'(ﬁ—xyi&

J] @ —x) dx

f:u (@+ X dx

281
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kY

E - . 1

116 PENERAPAN EKONOMI e Rl e T

11 6 1 Surplus Konsumen :
Surplus konsumen (Consumers surplus) mencermmkan suatu keuntungan. -
lebih atau surplus yang dinikmati oleh konsumen tertentu berkenaan dengan
tingkat harga pasar suatu barang. -- , c . : -

Fungsi permmtaan P = _f(Q) menun]ukkan jumlah sesuatu barang yang
-akan dibeli oleh konsumen pada tingkat harga tertentu. Jika tingkat harga
_ pasar adalah P maka bagi konsumen tertentu yang sebetulnya mampu dan
bersedia membayar dengan harga lebih tinggi dari P, hal ini akan merupakan"
keuntungan baginya, sebab ia cikup membayar barang tadi dengan harga P
Keuntungan lebih semacam inilah yang oleh Aifred Marshall disebut surplus .
konsumen. Secara geometri, besarnya surplus konsumen dntunjukkan oleh luas
’ area di bawah kurva permmtaan tetapi di atas tmgkat harga pasar ‘

P

100 .

i

Gambar 11-3

Surplus konsumen atau C;~ (smgkatan dan Consumers’-surpius) tak ‘lain
adalah segitiga P DE, dengan rentang wilayah yang dlbatam oleh O = 0 sebagai
batas-bawah dan Q= Q, sebagai batas-atas

Besarnya surplus konsumen adalah :

Or :
= [ fQde—Q.P.
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_ dalam hal fungsi permintaan berbentuk P = AO) -
atau )

¢

Cs = f: AP)ap

dalam hal fungsi permmtaan berbentuk Q APy Padalah nilai P umuk
Q = 0 atau penggal kurva permintaan pada sumbu harga. ,

Dengan demikian

Cs = IOQ’ A dQ— QP = " fiF) ap

Kasus 69

Fungsi permintaan akan suatu barang ditunjukkan oleh persamaan
Q = 48 — 0,03 P2, Hitunglah surplus konsumen nka tingkat harga pasar

adalah 30,

40 C

30

v
S

0 21

Gambar 11—4

Q0 = 45— 0,03 P
JYikaP =0, Q=48

SikaQ =0, P=4d0= P |
JkaP= P,=30, 0= Q = 21 S
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fnf{P)dP J‘ (48—003P’)dP

tgp=oo Pyt
= {43(40)—001(40) } — {48(30)—001(30) } e
e (1920 640)——(1440—2’70) 110 AR I :
e * : T -'a'_.ia,'.i- .o

Kasus 70,

Hntunglah surplus konsumen dengan dua macam cara untuk fungsn per- .
mintaan Q = 40 — 2 P yang tingkat harga pasarnya 10. -

Q= 40—2P—P'=20—0500
JikaP=0, Q=40 _

JikaQ =0, P=20= 8.
JikaP, =10,7 Q, =20 o

o . x

BT RIULE FIE A

- Gambar 115§

Cara Pertama

Cs = I Q) dQ Q,P J' (20—050 Q) dQ—(20)(10)
= [20Q—0,25Q1.]° — 200
: - e . - SN
= {20 (20y— 0,25 (20) 2} [20(0)-025(0)1} 200
400 — 100—200~100ﬂ LA
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r-.....

Cara Kedua : - . f/ fﬂ%ﬁ{up gm‘?’ UST 2K 4 A
" LTAS EKONGY;
Cs = fp AP) dP = fl :" (40 — 2 P) dP / UNWERSITAS iSLAH NG a,r,é?“n

W%

= [40P—P

{40(20) — (20)‘} — {40(10) — (10*} = 400 — 300 = 100

11.6.2 Surplus Produsen

Surplus produsen {Producers’ sur;olus);mencermmkan suatu'keuntungan
lebih atau surplus yang dinikmati oleh produsen tertentu berkenaan dengan
tingkat harga pasar darl barang yang ditawarkannya.

Fungsi penawaran P = AQ) menunjukkan jumlah sesuatu barang yang
akan dijual oleh produsen pada tingkat harga tertentu. Jika tingkat harga pasar
adalah P, maka bagi produsen tertentu yang sebetuinya bersedia menjual
dengan harga yang lebih rendah dari P, hal ini akan merupakan keuntungan
baginya, sebab ia kini dapat menjual barangnya dengan harga P, (lebih tmggl
dari harga jual semula yang direncanakan). Keuntungan lebih semacam ini
disebut surplus produsen. Secara geometri, besarnya surplus’ produsen ditun-
jukkan oleh luas area di atas kurva penawaran tetapi di bawah tmgkat harga

pasar.
P
P=10)
Fe E(Q,. P
\ Surplus produsen (P,)
0 Q. "0

Gambar 11—6

Surplus produsen atau P (singkatan dari Producers’ surplus) tak lain adalah
segitiga P_DE, dengan rentang wilayah yang dibatasi oleh Q = 0 sebagai batas-
- bawah dan Q = Q, sebagai batas-atas.
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B_ésarny-a surplus produsen adalah : .

‘ ' CRe= QPRI [ AQdQ (-
.da‘lam hal fqn_gsi pe_nawaraﬁ berbentuk P = AQ) .
atau .
‘.'_ »t N .-‘E N P .

-P.r:_]::)'ﬂmdp. '

dalam hal fungsi penawaran berbentuk Q P, P adalah mlal P untuk
Q 0, atau penggal kurva penawaran pada sumbu harga

Dengan de‘m:klan : i .

o

| R=eRS 1t A0 do - [ Ap ap

.
-
[

‘ Kasus?l L - .. e e e T

" ‘ L
FIN E - . W .

) Seorang produsen mempunyal fungsi penawaran P 0 5003, Berapa
surplus produsen itu bila -tingkat- harga keseimbangan di pasar adalah 10?
Lakukan perhitungan dengan duacara. ..

-

P= OmQ+3-*Q—$+2P
P-=0-0=6 "
Q=0—+pP=3=Pp .
P=10-Q =14

rGambmﬂL—Tf e



’"kgm’ R o -u

vy

Cara Peftama-‘:

Py = QP — [ AQ) d = 4400 — 1]

t

140—[025 Q= + 301"

= 140— {02504 + 3} — {0,250)* + 3O
"= 140—91—0 = 49, '

———— _

L
W

'Cara Kedua : _ ‘
P =L AP dP= [".(6 + 2 P)aP -
" = [-6P+ P2]° = {46(10)+ 102} — {-6(3) + 37}

.{1‘

= 40— ()= 49,

~ Kasus 72

_ Penawaran dan permintaan akan siatu barang'di.pasar.rhas‘ing-masing_
ditunjukkan oleh @ = -30 + S Pdan Q = 60 — 4 P;

' , Hitunglah masing-masing surplus yang diperjoleh l;__on_suimgn dan prqdusen.‘

Penawaran :

T Q= -304+5P g - ‘
P=26+020Q LT o ’1-."" T

Permintaan :
Q= 60-—4P )
P=15—-025¢Q
. Keseimbangan pasar :
Q.= Qd - . e o
;30 +5P=60—4P T Ty

§P= 90 - : L ECIE -~ L
P=10= P' I . T o
Q= 60—4P= 605"';4(1.0)‘=,.205*Q¢‘ ’

g
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> O
... Gambarll —§
Surplus konsumen :
. . C
G = fo f(Q)'dQ"— O.P,
= f7 (15 —0,25 Q) dQ = (20)(10)
= [15Q— 0,125 Q2] — 2007
= 250 —200'= 50. ;
‘Surplus pro‘dusen-.: ‘
. Q! "
= QO)(10) — [% (6 + 0,20 0) dQ
= 200—[6Q + 010021 oL

200 — 160 = 490.
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BAB 12
MATRIKS

Matriks dan vektor merupakan hasil penemuan penting dalam
matematika. Keduanya merupakan pengembangan lebih lanjut dari sistern per-
samaan linear. Oleh karenanya aljabar matriks dan aljabar vektor sering juga
disebut dengan istilah aljabar linear. Matriks dapat digunakan untuk
merumuskan berbagai masalah — termasuk masalah-masalah bisnis dan
ekonomi — secara singkat dan jelas, untuk kemudian memecahkannya dengan
cara yang singkat dan mudah.

Bab ini menguraikan hal ikhwal dasar yang berkenaan dengan matriks.
Konsep-konsep matriks serta kaidah-kaidah pengoperasiannya  dijelaskan
secara bertahap, satu demi satu. Penerapan matriks dalam bisnis dan ekonoml

"dibahas secara tersendm di dalam bab-bab berikutnya,

12.1 PENGERTIAN MATRIKS DAN VEKTOR

Matriks ialah kumpulan bilangan yang disajikan.secara teratur dalam baris
dan kolom yang membentuk suatu persegi panjang, serta termuat di antara
sepasang tanda kurung. Secara umum, suatu matriks dituliskan sebagai :
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all all
a!l a!! . !
A=
aml amz
atau
all al! . aln
aZI azz et aer
A=
@, Ao - a,_.

Penulisan matriks dapat menggunakan tanda kurung biasa atau tanda
kurung siku. Bilangan-bilangan yang. terkandung di dalam suatu matriks
dinamakan unsur. Jajaran horizontal unsur-unsur matriks dinamakan baris,
sedangkan.jajaran vertikal unsur-unsur matriks dinamakan kolom.

Unsur-unsur suatu matriks secara umum dilambangkan dengan notasi a .;
i ménunjukkan baris sedangkan j menunjukkan kolom. Demikian a ; berarti
unsur matriks A pada baris ke-/ dan kolom ke-/.

Setiap matriks terdiri atas satu atau sejumlah baris dan satu atau sejumlah
kolom, tetapi jumlah baris dan jumlah kolom suatu matriks tidak harus sama.
Matriks yang terdiri atas m baris dan # kolom dinamakan matriks berukuran
m X n atau matriks berorde m x n. Dengan demikian banyaknya baris dan
kolom melambangkan ukuran atau orde atau dimensi dari matriks yang ber-
sangkutan. Matriks yang jumlah barisnya sama dengan jumlah kolomnya
(m = n) dinamakan matriks bujursangkar (square matrix).

Matriks tidak mempunyai nilai numerik. Artinya meskipun matriks
merupakan suatu kumpulan bilangan, tetapi ia sendiri tidak melambangkan
sesuatu bilangan. Hal ini berbeda dengan determinan, yang bersifat numerik.
Selain dilambangkan dengan huruf besar bercetak tebal, matriks sering pula

dituliskan dengan lambang unsur umumnya dikurung, misalnya :

A = (a ) = [a ] atau A = (@ ) o = la il mxn

Contoh-contoh matriks :
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2 4. 5 I3 57 I3 s
- : 6 7 |- SRR B

Contoh yang pertama adalah matriks berorde 2 x 3, sebab mempunyai 2
baris dan 3 kolom. Yang kedua merupakan matriks berorde 3 x 2, karena
memiliki 3 baris dan 2 kolom. Adapun yang terakhir ialah matriks berorde
2 x 2 dan merupakan matriks bujursangkar. Jika matriks pértama.dan kedua
serta ketiga masing-masing diberi nama A dan B serta C, maka dapatlah
dituliskan : A, , danB, ,sertaC, .. -

Vektor ialah bentuk matriks khusus yang hanya mempunyai satu barisatau
satu kolom. Dalam hal ini dibedakan dua macam vektor yaitu vektor-baris dan”
vektor-kolom. Vektor baris tak lain adalah matriks sebaris atau matriks ber-
baris tunggal. Sedangkan vektor kolom adalah matriks sekolom atau matriks
berkolom tunggal. .

Suatu vektor biasanya dilambangkan dengan sebuah huruf kecil bercetak
tebal atau huruf kecil biasa beranak-panah di atasnya.’} Kecuoali itu bisa pula
dilambangkan dengan huruf besar (seperti halnya lambang matriks), mengingat
vektor pada dasarnya juga merupakan sebuah matriks, yakni matriks berorde
m x 1 (vektor kolom) atau berorde 1 X n (vektor baris).

Contoh vektor baris : - Contoh vektor kolom :

8 [2 4 ;51_ _3J”.131f o [5]
c = 6 d= |-7
b=1[6 3 7] 2 Lo

‘Unsur  suatu vektor dilambangkan dengan huruf kecil sesuai dengan
nama vektornya dan diikuti oleh indeks kolom atau indeks barisnya. Dengan
demikian @ , berarti menunjukkan unsur dari vektor-baris a kolom ke-j,
sedangkan g , berarti menunjukkan unsur dari vektor-kolom a baris ke-i.
Dalam contoh-contoh di atas, a_, berarti unsur dari vektor-baris a kolom ke-2,
yaitu bilangan 4; ¢ ,, berarti unsur dari vektor-kolom e baris. ke-2, yaitu
bilangan &. '

]

-

*) Dalam buku ini setiap huruf besar bercetak tebal berarti melambangkan sebuah matriks,
sedangkan huruf kecil bercetak tebal melambangkan vektor. ’
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Dimensi suatu vektor tercermin dari banyaknya unsur pada vektor yang
bersangkutan. Suatu vektor baris yang mempunyai 7 unsur dinamakan vektor
berdimensi -n. Dalam contoh di atas, a dan b adalah vektor-baris berdimensi
-3. Suatu vektor kolom yang mempunyai m unsur dinamakan vektor berdimen-
si -m. Vektor-vektor ¢ dan d-dalam contoh di atas merupakan vektor-vektor
berdimensi -3. S .

KESAMAAN MATRIKS DAN KESAMAAN VEKTOR .

H

Dua buah matriks A dan B dikatakan sama — dan dituliskan A = B —
apabila keduanya berorde sama dan semua unsur yang terkandung di dalamnya
sama(a, = b, untuk setiap i.dan ). Jika matriks A tidak sama dengan matriks
B, ditulis A #B. . Coe e,

Contoh :

' 2 3 5 2 -3 51 2 3 5
A = . B - N e C = .
8 2 4 8 2 4 g 2 4
maka A = B, A #C dan B #C.

Dua buah vektor dikatakan sama apabila keduanya sejenis, sedimensi dan
semua unsur yang terkandung di dalamnya sama.

Contoh :

a =12 3 5] . [2 [2]
"u= | 4 : v= | -3
b= [2 3 5] 8 E

makasg = b, u #v! a#u#v danb#u #v.

Catatan :

" Berdasarkan definisi matriks dan vektor sebagaimana diuraikan di muka,
maka selain merupakan kumpulan bilangan, matriks dapat pula dipandang
sebagai kumpulan vektor. A __, adalah matriks A yang merupakan kumpulan

dari m buah vektor-baris dan n buah vektor-kolom. Jadi,
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2 -3 5 I ..
A =[ . ] adalah matriks yang merupakan kumpulan dari
=3J [ 5 ]
2 ], 4

Berikut ini diuraikan syarat-syarat, cara dan kaidah-kaidah penjumlahan,
pengurangan serta perkalian matriks dan vektor. Sebelumnya satu hal periu
dicatat : matriks dan vektor tidak dapat dibagi. Oleh karenanya dalam matriks
dan vektor }idak dikenal operasi pembagian.

2 a3 5] T2
vektor-vektor : . dan
8 2 4] 8,

12.3 PENGOPERASIAN MATRIKS DAN VEKTOR

12.3.1 Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Dua buah matriks hanya dapat dijumlahkan atau dikurangkan apabila ke-
duanya berorde sama. Jumlah atau selisih dua matriks A = [a ,JdanB = [b ]
adalah sebuah matriks baru C = [c ;1 yang berorde sama, yang itnsur-
unsurnya merupakan jumlah atau selisih unsur-unsur A dan B.

A+B=C dimana c,=a,xb,
Contoh : _ ) o .
2 3 5 1 6 27 - [3 .3 7]
‘ N : _ :
(8. 2 4 0 4 ._,sJ 8. 6 9
2 3 5] 1.6 27 1o 3]
(8 2 4 [0 4 5 s 2 -1

Karena penjumiahan antarbilangan bersifat komutatif dan asosiatif,
padahal matriks adalah kumpulan bilangan, maka untuk penjumlahan antar-
matriks berlaku pula kaidah komutatif dan kaidah asosiatif.

Kaidah Komutatif : A+ B=B+ A
Kaidah Asosiatif : A+ B+ 0 =(QA+B+C=A+B+C
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12, 3 2 Perkahan Matriks dengan Skalar

Hasﬂkall sebuah matrlks A [a ..] dengah suatu skalar atau bilangan
nyata Aadalah sebuah matriks baru B = [b ] yang berorde sama dan unsur-
unsurnya Akali unsur-unsur matriks semula (b, = iz ).

AA =B dimana b, = Aa
Contoh &5 T
a, a, a, 2, 3 51, 0
A= . ) = | . A=3
a, a, Tyl 8, -2 4 o ta e
Aa, Aa, Aa, 6 -9 15
makaiA =3A =B = = |
: Aa, Aa, ia, 124 6 12

Untuk perkalian matriks dengan skalar berlaku kaidah komutatif dan
~ kaidah distributif. ; . : .

Kaidah Komuta.tif_- D 1A = AL
Kaidah Distributif : A(A + B) = AA + AB

12.3.3 Perkalian Antarmatriks

Dua buzah matriks hanya dapat dikalikan apabila jumlah kolom dari
matriks yang dikalikan sama dengan jumlah baris dari matriks pengalinya.
Hasilkali dua buah matriks A dengan B, adalah sebuah matriks baru

m x n

€, . ,» yang unsur-unsurnya merupakan perkalian silang unsur-unsur baris

m

matriks A dengan unsur-unsur kolom matriks B.

* “Contoh :

| TN T i
A2x3= B3x2=.6 -7
- 8 2 4 2 9.
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23 4 (N6 + 5.2 =-2

6 = ﬂ” bu ta,b, + aubn =
Ca=a,b,+a,b,+a,b,=25+(3N+59=176
G=ayb,+a,b, +a,b, =83+26+42=44
G, =a,b,+a,b, + @, b, =85+2-7Y+49=¢62
-2 76
Jadi, AB = C =
44 62

Penyelesaian langsung dapat dilakukan sebagai berikut :

: . NER
AB ={2 . 3 s5lle -7
8 2 4|]2 ol

{2.3 +(-3)6:+ 52 2.5+ (3T + 5.9 2 76

8.3+ 26+ 4.2 8.5 +2(-7) + 4.9 4 62

[1 2 [5 7] [1.5'4;2.6 1.7 +'2.8] [17 23
2) = . . =
3 4 6 B " 13.5+74.6 3.7 + 4.8 39 53

~ Untuk perkalian ahtarmatriks berlaku, kaidah asosiatif dan’ kaidah

distributif, tetapi tidak berlaku kaidah komutatif.

Kaidah Asosiatif  : A (BC) = (AB) C = ABC
Kaidah Distributif : A(B + C) = AB + AC
(A+ B C=AC + BC

12.3.4 Pengoperasian Vektor

Mengingat vektor pada hakekatnya juga merupakan suatu matriks, yakni
matriks berbentuk khusus, maka syarat-syarat dan cara pengoperasian matriks
berlaku pula untuk pengoperasian vektor. Begitu juga dengan kaidah-kaidah
yang menyertainya. Dua buah vektor hanya dapat dijumlahkan atau
dikurangkan apabila keduanya sejenis dan sedimensi. Dua buah vektor hanya
dapat dikalikan apabila keduanya berlainan jenis tetapi berdimensi sama.
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12.3.5 Perkalian Matriks dengan Vektor

Sebuah matriks yang bukan berbentuk vektor hanya dapat dikalikan

dengan sebuah vektor-kolom, dengan catatan jumlah kolom matriks sama
dengan dimensi vektor-kolom yang bersangkutan; hasilnya adalah berupa
sebuah vektor-kolom baru. )

Contoh :

) rz 3
8 2

]

4

[ J )
|

[.
[

Latihan Pengoperasian Matriks

23+ (-3)6 + 5.2
83 + 2.6 +4.2

]

1.7 + 2.8

3.7 + 4.8

1. Carilah jumlah dan selisih A dan B'jika

0
A=|0
1

0
1
2

1

0

2

2. Carilah jumlah dan selisih X dan Y jika

X=(4

2
A=

8

6

b

—

n> 1>

]

O o~
—_—1



Marriks -

4.

5.

6.

7.

9.

o

10.

o s 6 0 o [7 -5 2 s
A= . B = o] e=15 s
4 1 3 30 -1 1 8

8.
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(a) carilah A+ B+ C Co
(b) cariiah A — B — C

(c) carilah A + B— C

(d) carilah (A + B) — (A + O

Seandainya matriks-matriks A berorde2 x 3, B berorde 4x3,C berorde
3 x 3 dan D berorde 3 x 2 tentukan bentuk atau orde dari hasil-hasil
operasi perkalian berikut : . .

(a) AC _ - - (d) BC
(b) DA ++ .- (e) DAC
(c) AD _ (f) BCDA

Untuk X dan Y dalam Soal.no. 2 di atas, carilah sebuah matriks Z berorde
3 x 3 sedemikian rupa sehingga memenuhi :

(@ X—Z=2Y b X+Z=3Y
Tentukan hasilkali XY dalam Soal no. 2 tersebpt. ‘

Tentukan KL dap LM serta KLM untuk :

[ S K- - P ]
B =
]

K=[2‘-4 7 5] L=

A E-E )

Tentukan (a) A?2, {(b) (BC)2dan (c) AB— 2 CD ﬁntuk :
1 0 0 0 2 2 2* 3

A = B = C = D =JI R !
1 0 11 1 2 2 |4
: ‘\_./

Jika I adalah sebuah matriks satuan berorde 3 x 3, sedangkan :

1 3 -4 ©2 30
A=|4 3 1 dan B = | 6 4
3. -1 4 ' 5 7

tentukan : X
(a) A—1 ' (c) (A—DB .
() [— A {d) I1— A)B -
Andaikan
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tentukan :
(a) AC (c) AC—B
(b) CA (d) B— AC

12.4 BENTUK-BENTUK KHAS MATR]KS

Matriks memiliki berbagai bentuk khas berkenaan dengan unsur-unsur
yang dikandungnya. Sebeluim kita mengenal bentuk-bentuk khas tersebut, ada
baiknya. terlebih dahulu difahami pengertian tentang diagonal utama pada
matriks. Diagonal utama ialah diagonal yang mengurutkan secara silang unsur
baris pertama kolom pertama ke unsur baris terakhir kolom terakhir, yakni
‘diagonal yang bergerak dari sudut kiri-atas menuju ke sudut kanan-bawah.

12.4.1 Matriks Saiuan

Matriks satuan atau matriks identitas ialah matriks bujursangkar yang
semua unsur pada diagonal utama adalah angka-angka 1 sedangkan unsur-
unsur lainnya nol. Dinamakan matriks satuan karena sifat matriks ini mirip
dengan bilangan 1. Penulisannya lazim dilambangkan dengan notasi I , di
mana indeks # mencerminkan ordenya. Demikian I, berarti matriks satuan
berorde 2 % 2, I, berarti matriks satuan berorde 5 x 5, dan sebagainya.

Contoh :
1 o 10 o1
I, = I,=l0 1 o
0 1 0 0 1

12.4.2 Matriks Diagonal

Matriks diagonal ialah’ matriks bujursangkar yang semua unsurnya nol
kecualj pada diagonal utama.

Contoh :

13 0 0 2 0 0
13 0 0 -2 0 0 2 0 1 0
0 5 0 0 7 0 0 2 0 1

Matriks diagonal pada contoh terakhir di atas sekaligus juga adalah
‘matriks satuan. Matriks identitas memang merupakan bentuk khusus atau
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bagian dari matr:ks diagonal. Jika dua matriks diagonal yang seorde dikalikan,
hasnlnya akan berupa matnks diagonal j Juga :

12.4.3 Matriks No}l

Matriks nol jalah matriks yang semua unsurnya nol. Matriks semacam ini
lazim juga dilambangkan dengan angka 0.

Contoh :
o o] 0 0 0
02:2 02:!
0 0 0 0 0
Setiap matriks jika dllcallkan dengan matnks nol akan menghasilkan
matriks nol.

12.4.4 Matriks Ubahan

t .,
v .

Matriks ubahan (transpose matrix) ialah matriks yang merupakan hasil
pengubahan matriks lain yang sudah ada sebelumnya, di mana unsur-unsur
barisnya menjadl unsur-unsur kolom dan” unsur-unsur kolomnya menjadi
unsur-unsur baris. Matriks ubahan biasanya dituliskan dengan menambahkan

tanda aksen (') pada nota51 matriks aslinya. Ubahan dari matriks A = [a B
adalah A’ == [a' ].
Contoh : .
2 3 F2 1]
1) A= A=
| 1 4 | 3 4 |
o Tu o2 s T e
2)B = : - B = 2, 5
4 5 6 3 6
’ [2 3 2 4 6
C= 14 6 C-= .
| 6 91 3 6 .9

Ubahan dari suatu matriks ubahan adalah matriks aslmya Jadi, (A")’ =
A, (B')Y =B, (C) = C .
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e S I JUNE T e
B' = 2 s - (B'J)'l = . =B
. 3 6 4 5 6

Pembahasan lebih lanjut tentang matriks ubahan dan pengubahan matriks
dapat ditemui di dalam Sub- bab 12.5 berikut, .
12.4.5 Matriks Simetrik

Matriks simetrik 1alah matriks bujursangkar yang sama dengan ubahan—
. nya. Matriks A dikatakan simetrik apablla A=A

Contch :
13
A=
3 7
A merupakan matriks simetrik, sebab A = A’.

) 2 -5 8
‘B= |5 4 7
8 7 9

OOMN
'-ILUI
o0 -] oo

B merupakan matnks simetrik, sebab B =
. Jika sebuah matriks simetrik dikalikan dengan ubahannya, hasilnya akan
berupa kuadrat dari matriks tersebut. Jadi, bila A simetrik maka AA’. = AA
= A, Matriks satuan juga merupakan matriks simetrik.

12.4.6 Matriks Simétrik Miring

Matriks simetrik miring ialah matriks bujursangkar yang sama dengan
negatif ubahannya. Matriks A dikatakan simetrik miring (skew symmetric)

apabila A = — A'atau A’ = -A.
Contoh :

0 5 4 0 -5 4 o 5 -4
DA=]-5 "0 2/A' =135 0 21-A'=1-5 0 -2
) 4 2. 0 L4 =2 0 4 2 0

A merupakan matriks simetrik miring, sebab A = - A’.
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0 .2 9. 1 0 2 9. |
2 0 5 -4 2 0 5. 4
2B=[9 5 o 3| B=<=|9 5 0 3[=-B
-1 4 3 0 1" .47 3 0
B mérupakan matriks Simetrik miring, sebab B’ = - B.

Ciri khas matriks simetrik miring ialah diagonal utamanya terdiri atas
bilangan-bilangan nol. . :

12.4.7 Matriks Balikan

Matriks balikan (inverse matrix). ialah matriks yang apabila dikalikan
dengan suatu matriks bujursangkar menghasilkan sebuah matriks satuan. Jika
A merupakan sebuah matriks bujursangkar, maka balikannya dituliskan
dengan notasi A -, dan AA1 =L

Contoh :

16| a9 229 | - [1 o
A= Al = AA S = = ]
4 3| 4/27 1/21 0o 1]

A - adalah balikan dari A, sebab AA- = I.

I 2 3 0,8 -0,2 0,8
2) B = -1 0 4 Bt = 1-02 -0,2 0,7
0 2 2 0,2 0,2 -0,2

1 0

[

O I.
BB'= |0 1 .0} =1 " . 'B- adalah balikan dari B.
¢ 0 1

Tidak setiap matriks bujursangl&ar mémpunyai balikan. Pembahasan Iebih
lanjut tentang matriks balikan dan pembalikan matriks dapat ditemui di dalam
Sub-bab.12.9,

12.4.8 Matriks Skalar, Ortogonal, Singular dan Nonsingular

Matriks skalar ialah matriks diagonal yang unsur-unsurnya sama atau
seragam (A). Dalam hal A = 1, matriks skalar yang bersangkutan sekaligus juga
adalah matriks satuan. Matriks skalar juga merupakan hasilkali sebuah skalar
dengan matriks satuan, AI = matriks skalar A. .
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' Matriks ortogonal ialah matriks yang apabila dikalikan dengan matriks
ubahannya menghasilkan matriks satuan, AA* = L.

Matriks singular ialah matriks bujursangkar yang determinannya sama
dengan nol, matriks semacam ini tidak mempunyai balikan. Sedangkan
matriks non-singular ialah matriks bujursangkar yang determinannya tidak
nol, matriks semacam ini mempunyai balikan.

12.5 PENGUBAHAN MATRIKS

Mengubah sebuah matriks berarti mengubah matriks tersebut menjadi
sebuah matriks baru dengan cara saling menukarkan posisi unsur-unsur baris
dan unsur-unsur kolomnya. Hasil pengubahan suatu matriks dinamakan
matriks ubahan; dilambangkan dengan menambahkan tanda aksen pada notasi
matriks aslinya. Demikian ubahan dari matriks A adalah matriks nbahan A‘.

. Karena dalam pengubahan terjadi pertukaran baris menjadi kolom dan kolom

menjadi baris, maka ubahan dari A adalah A’

« m dan konsekuensinya a
al

r

ubahannya: 4’ =

mxn axMm

a

----- al canna
.

Ubahan dari suatu matriks ubahan adalah matriks aslinya. Ubahan dari
suatu matriks bujur sangkar adalah matriks ubahan bujur sangkar juga. Dalam

. hal suvatu matriks bujur sangkar sama dengan ubahannya, ia dinamakan

matriks simetrik. Ubahan dari suatu matriks diagonal adalah matriks diagonal
itu sendiri. Ubahan dari suatu vektor-baris adalah sebuah vektor-kolom,
sebalikya ubahan dari suatu vektor-kolom adalah sebuah vektor baris.

Contoh : o '

1 3 5] 1 2
1) = |3 4
2 4 6 5 6

—

2)

Lh W
o B

Ix2
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3) = ) it

ERERE (9 . 3]
4 | =
-3. 4-]2)1:2' —3 4J2x2
3 0 o]' [3 0 o]
5510 6 0 =10 6 0
...0 0 9 Ix} 0 0 9 Ix)

N
| Sa— |
AN W
—
]
M
[,
o
—
xX
L™

12.5.1 Ubahan Penjumlahan dan Pengurangan

" Ubahan dari jumlah atau selisih beberapa matriks adalah jumlah atau
selisih matriks-matriks ubahannya.

+ B +C )Y =A'

( mxn "m X n mxan

I v
=B . +£C

" X m nxm

Contoh :

Andaikan :

maka :
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10 16
18 10
11 24

, T 18 ul
(A+B+0O ‘[16 10 24]

atau
2 3 7 8 1 5 10 16
- A"+ B + C = 4 6 |+ |5 4| + |9 0|=|18 10
6 9 3 8 2 7 11 24
sedangkan :
! 8 6
B8 0 7
p— f = =10 10
h+B=0 [6 10 10] 710
atau

2 l 7 8 1 5 8 6
A'+ B -C' = 4 6|+15 41— 9 ol=1]0" 10
6 9 3 8 2 7 7 10

Untuk ubahan penjumlahan, secbagaimana halnya pada operasi pen-
jumiahan matriks, berlaku pula kaidah komutatif dan kaidalh asosiatif, yaitu

bahwa :
A+ B'=(B+ A) atau A'+ B'=B'+ A’ komutatif
{A+B+0} ={(A+B+ C} =A"+B + C asosiatif

12.5.2 Ubahan Perkalian

Ubahan dari perkalian matriks dengan skalar adalah perkalian skalar
dengan matriks ubahannya. Ubahan dari perkalian antarmatriks adalah
perkalian matriks-matriks ubahannya dengan urutan yang terbalik.

(AA) = AA’
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nXxp P X g

(An.,“,x—B X C )';.-C’. « B’ -xA'

Contoh :
1y : 25 6 15
i) {3[?5 g ?]} ='3[§ g 1]‘:3 4 3(=|12 9
6 1 18 3
) Andaikan
. o .
4 3 1 2 3
A‘[l 2] B=[4 s 6] c =
9
maka
2 3l 2 37 566
ABC = [1 2][4_ 5 6]3 =[294}
(ABC)' = [ 566 294 ] '
atau alternatifnya :
(L
wBo’ = cma =7 s Q]z; 2[3 2]= [ 566 2?4]

Untuk ubahan perkalian matriks dengan skalar, sebagaimana halnya pada
operasi perkalian matriks dengan skalar, berlaku kaidah komutatif dan kaidah
distributif, yaitu bahwa : .

(AA)' ‘= (A ) ataudA’ = A’} o komutatif

{MA £ B)) =(QA+1B) = 1A'+ AB’ distributif
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Sedangkan untuk ubahan perkalian antarmatriks, seperti halnya pada
operasi perkalian antarmatriks, berlaku kaidah asosiatif dan kzudah dlstrlbunf

yaitu bahwa :

{A(BO)} ' = {(AB)C} ' = (ABC)' = C'B'A’ asosiatif

{ABz O}’ =(AB = AC) = B'A’' = C'A’
distributif

{(A+B)C}’'=(AC £ BC)' = C'A' + C'B’

Latihan Pcngubahaﬁ Maitriks

1. Tentukan ubahan dari vektor-vektor berikut :

SRR & P

2 .Ubahlah :
— 4 5
3 . Andaikan
3 -7 9 —4 2 9 1 -1 1
P = Q = R = )
2 4 —6 5 —8 4 —1 1 —1
Tentukan: (P + Q + R)", (P—Q—R),

P+Q'—R’ dan P+ Q—R).
4, Untuk P, Q dan R seperti dalam soal dl atas, tentukan P +Q)R’,
(P—Q)R',P(Q+RYdan(R—P)'Q’".

5 .Untuk A dan B seperti dalam Soal no. 2 serta P, Q dan R seperti dalam Soal
no. 3 di atas, tentukan :
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e @ ABP+Q+R . .. . (0 (A+ P+ QBRA’
(b) (P.+ Q_+1R)’.AB' . d)'(B' "+ QA" PR’ -

-

12.6 MATRIXS BERSEKAT B

Sebuah matriks dapat disekat-sekat menjadi beberapa matriks-bagian atau

) sekatan Sekatan-sekatannya dapat berupa matriks-matriks yang lebih kecil

atau bahkan berupa skalar-skalar, tergantung pada jumlah sekatnya. Penyekat-

an sebuah matriks ditunjukkan oleh garis-garis horizontal dan vertikal di an-

tara baris-baris dan kolom-kolomnya. Demikian penyekat dapat dilakukan
secara horizontal, atau secara vertikal, atau bahkan kedua-duanya..

Contoh : N
1 3.5 7, ‘ |
Al |2.46 8] - Ceoq | Y 38T
DA = -2 oo A =[A',=.A'z:|= 34150
_ : .. A 5 6!'4 2
A, 6 5 4 3 > 83 9
el 0209 '

C, i C. 7: 2 K M ic'z: 7 f‘5
INC.=  ——e = == - C' = |——"A—=-=p—+-
C2I]QI _55‘!’ CL1Cy 2 : 4

Dalam contoh di atas, dlsekat ‘dengan sati sekatan horizontal men-

jadi A, ,dan A, .. Secara umum dapat dikatakan bahwa jika sebuah
matriks berorde m X n disekat dengan satu sekatan horizontal, maka akan
diperoleh dua buah matriks-bagian berorde m, x n dan m, x n di mana
© my + my; = m. Sedangkan jika matriks berode m X- n disekat dengan satu
sekatan vertikal, maka akan diperoleh sekatan-sekatan berorde m X n, dan
m X n, dimanan, + n, = n. Dalam contoh di atas, satu sekatan vertikal atas
‘B, , , menghasilkan’ B.,.: dan B, . Contoh 3) memperlihatkan penyekatan
secara horizontal dan vertikal yang menghasilkan sekatan-sekatan berupa
skalar. Contoh-contoh di atas mempertihatkan pula bahwa ubahan (transpose)

dari suatu matnks bersekat adalah ubahan sekatan-sekatannya

Pada dasarnya sebuah matnks dapat dlsekat menjadi lebih dari dua
matfiks-bagian atau sekatan. Jumlah sekatan maksimum yang dapat dibuat
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dari suatu matriks berorde m X n adalah mn sekatan. Menyekat matriks men-
jadi mn sekatan sama artinya dengan tidak melakukan penyekatan; perhatikan
Contoh 3) di atas tadi. Penyekatan yang paling umum atau sering dilakukan
adalah sekali secara horizontal dan sekali secara vertikal. Jadi, matriks A
berorde m x n dapat disekat menjadi : ’ :

A ' al . .
O ! 7| A berordem, xn - A,berordem, xn,
V.| A, berordem, X n, A, berorde m, X n,
' Azl : Alz : . :
Sedangkan matriks ubahannya dapat dibentuk melalui pengubahan matriks-

matriks sekatannya.

(Perhatikan perpindahan sekat antara A, dan A, !}

Kegunaan menyekat matriks ialah untuk memudahkan pengoperasian,
khusushya pengoperasian matriks-matriks berorde tinggi. Jika dua matriks
seorde disekat secara sebangun, maka operasi penjumlahan atau pengurangan-
nya dapat dilakukan melalui penjumlahan atau pengurangan sckatan-
sekatannya. Jadi,

jika |
’ Amvnz:[.Al : AI] dan Bmvn = [BI i BZ]

(A, dan B, berorde m x n, serta A, dan B, berorde m x n,),
maka A = B=[A iA,] + [B, iBz] = [A, =B, ': A, +B]

Kaidah serupa berlaku pula jiké A dan B sama-sama disekat secara horizontal
dan sebangun. Dengan perkataan lain,

) N ._BI_
jika A, = L), dan B = b
A, ] - B,

(A, dan B, berorde m, x n serta A, dan B, berorde m, X n),

A, B, A + B,
maka A+B =f-——{+}-d=}F—-—-
A, B, A, + B,
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Contoh: Lo
33 0]—17 12 —5{7 9
A =16 —5 41 90| B =[24 —3(85
2 8 7(—6 8 36 —1]9 0
- - {4 5 —5) 6 16
A+B = [A+B[A+B]=[8 —1 1117 3
- | 4 6, 3 8

Dalam contoh ini A dan B disekat sehingga sama-sama memiliki sekatan
berorde 3 X 3 (A, dan B)) serta sekatan berorde 3 x 2 (A, dan B,). Masih ter-
dapat banyak kemungkman bentuk penyekatan sebangun yang dapat
dilakukan terhadap kedua matriks di atas. «

Penyekatan matriks sangat bermanfaat pula untuk memljdahkan operasi
perkalian antarmatriks. Untuk keperluan ini, matriks-matriks. yang hendak
dikalikan haruslah disekat sedemikian rupa sehingga memenuhi syarat operasi
perkalian. Jumlah kolom dari sekatan-sekatan yang dikalikan harus sama
dengan jumlah baris dari sekatan-sekatan pengalmya

mn

Jka A = [A, i'A’ ] di mana A berorde m x n,, A, berorde m X n,

B i ‘ ) .
. [ _1: . . - :
dan B = [BJ di mana B, berorde n, X p, B, berorde n, X p

nwp

maka AB = [A, EAJ[%;] [.Anl'; +. AB]mvﬂ

di mana A; B, dan A, B, berorde in x p.

Contoh :
2 5 3
5 6!7 8 B, 4 1-6
A = [Ali Az] = ' B ==~
4 312 1 B, 7 0 8
39 2

"~ [5 62 5 37 [10+24 2546 15436 4 31 5]
AB = . |=
©ole3lls 16 8412 20+3 12+18 20 23 30

4
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7 8|7 0 8 49+24 0+72 56+16 n n 7
AB :

I
1l

2 1413 9 2 14+ 3 0+ 9 16+ 2 17 9 18

107 103 123]

AB = [Al,n, +AB,] = [

37 32 48

Dalam hal A dan B masing-masing disekat sekali secara horizontal dan
vertikal, operasi perkaliannya juga dapat dilakukan melalui perkalian sekatan-
sekatannya, asalkan jumlah kolom dari sekatan-sekatan yang dikalikan
(sekatan-sekatan A) sama dengan jumlah baris dari sekatan-sekatan pengalinya
(sekatan-sekatan B).

. ]
] An: A, B, IBLz
Jika A ={-—-T~-"| dan- B,  =|""17"
A2|! A:u BZI :Bll

dimana A, berordem, X n,, A, berorde m, x n,, A, berorde m, x n,
dan A,, berorde m, X n,, sedangkan B, berorde n, X p,, B, berorde
n, X p,, B, berorde n, x p, dan B, berordern, X p,,

i
. ’_Anl Aul{B.1 B,
maka AB =}-- - __.:___._
__All ! A.zz B, B,

L
AB +A,B t AB,+A,B,

nTn 127721 |

= —— — e wm = = - l————————--—-
_A2|Bll + AZZBZI I AZII:’IZ + AZZBZZ
Contoh :
. 2 5;3
ATA, L. [5 6:7 8 B”:B,z 4 116
. A = —_—— ] — - = —_—— ] —— - B - ——i-—--— = —‘—'—'{—‘
I
Az:!Azz 4 3121 | B, 1 B, 7 018
3 9!2‘

: , 2 5 (7 O
AB, +A.B, =[5 6] + [ 8]
4 1 3 9
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[34 31]+[73 72] = [107 103 ]

3] 8
l+[7 8][ ] =fs1] +[72] = [123]
6 2

AuBu + A:znzz = [5 6]

oLl

[20 23} + [17 9] =[37 32]

127721

A,B, +A,B

AB. +AB, = [4 3]

21712

3] + 2 1] ‘BI + [30] + [18] = [4s]
6 2

2 5131
ls 617 8]4 116 Fm 103;123]
Jadi, AB = |-iod——||-——q-| = }m-om—F——
4 312 1117 018 37 32, 48
B 9!z -

12.7 DETERMINAN MATRIKS

Determinan dari sebuah matriks ialah penulisan unsur-unsur sebuah
matriks bujur sangkar dalam bentuk determinan, yaitu di antara sepasang garis
tegak ataul]. Determinan dari matriks A lazim dituliskan dengan notasi (Al
atau D,. Determinan berbeda dari matriks dalam tiga hal. Pertama bahwa
determinan unsur-sunsurnya diapit dengan sepasang garis tegak, sedangkan
matriks unsur-unsurnya diapit dengan tanda kurung. Kedua, determinan
senantiasa berbentuk bujur sangkar (jumlah baris = jumlah kolom, m = n),
sedangkan matriks tidak harus demikian. Ketiga, determinan mempunyai nilai
numerik tetapi tidak demikian halnya dengan matriks.

Pencarian nilai numerik dari suatu determinan dapat dilakukan dengan
cara mengalikan unsur-unsurnya secara diagonal,

Matriks A = ' , determinannya: [Al
azl 022 ~ aZI azz
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ﬂ“ ”I}_
Nilai numeriknya : JAl = = a,d,— 4,a,
a4y 4,
Contoh :
matriks determinan
[2 3] 2 3
1) = 25—43=-—-2
4 5 4 5
2 3] 2 -3 -
2) = 25—4-3) =
4 " 5] 4 5

al | aIZ alB
Al = &, a;; ay

a!l 032 a]!
penyelesaiannya :

. [A] = dﬁ a;, N @azsaal + @uan : %%al3 : %auaaa : %1)“:3“\:

yang secara skematik adalah sebagai berikut :

e

A =@Q+Q+M—(@+ 0O+ @)
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Atau dengan metoda yang dikenalkan oleh Sarrus - )

' 2 /@ /-r®
9. a, a, |4, a
I A I = ‘ az> azé,an a< a4y,
a; ay; ag a_“\‘ ”.1:\
' 0 ©) ©)

+Q+D-(@+® + ®

©

Contoh :
1 2 3
4 5 6] = 1.59 + 2,67 + 3.84—75.3— 429 —1.6.8
7 B 9

45 + 84 + 96—'105-—-72_— 48 = 0

12.7.1 Minor dan Kofaktor

Prinsip penyelesaian determinan dengan cara seperti dikemukakan di atas
hanya berlaku sampai dengan determinan berdimensi tiga,tidak terap untuk
penyelesaian determinan yang berdimensi lebih tinggi. Berkenaan dengan hat
ini, Laplace berhasil mengembangkan suatu cara penyelesaian yang berlaku

- umum untuk determinan berdimensi berapapun, yakni dengan menggunakan
minor dan kofaktor dari determinan yang bersangkutan.

Perhatikan kembali penyelesaian determinan berdimensi tiga,

I A l = (aﬁaﬁair:tg,zgngui a,,anazl —_ a,,aua” —d,u, a, — a,a,a,
e

~ R

S . o
Dengan mengatur letak suku-sukunya, penulisan’ini bisa diubal menjadi:

1.2 I )

I A' = (0“022033 - allaZJGJZ) + (all.'!aZZ!aJl — a4 a.“)+ [al.\a.ua.‘.l ;1‘- ajla.'!lal!)

an(a::an - az.ia.tz_) + a:z(azaan - “21".1.\) + "u(a.‘zlazr _"a_ua:z)

Il

= a,(a,a, — a,a,,) —'a,,(a,a,, — a,a,) + a(a,a, — a,a,)

a, ay, a, ay I a, a,
= a4, —4a, + a,

a,; ty a, a, a, a,

S— S —
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” .

= a,M, '—ale?:z +a,M, = 2 aM,

/i)
if= !

Ternyata, dengan ’'menutup’’ baris-baris dan kolom-kolom tertentu,
determinan | A | terdiri atas beberapa determinan-bagian (sub-determinant).
Determinan-determinan-bagian ini dinamakan minor. Suatu minor secara
umum dilambangkan dengan totasi M.

[

M, adalah minor dari unsur a, d:peroleh dengan jalan menutup baris
" ke-1 dan kolom ke-1 dari determman | A

M,, adalah minor dari unsur g, diperoleh dengan jalan menutup baris
ke-1 dan kolom ke-2 dari determinan | A |.

M, adalah minor dari unsur q,, diperoleh dengan jalan menutup baris

ke-1 dan kolom ke-3'dari determinan | A .

Penulisan determinan dalam bentuk minor seperti di atas dapat diubah ke
dalam penulisan dalam bentuk kofaktor. Kofaktor dari determinan | A | untuk
minor tertentu M, dilambangkan dengan nitasi 4.

Hubungan antara kofaktor dan minor :

= (._. l)l +jA4;'j

e

M adalah mmor dari unsur a, yang dlperoleh dengan jalan me ﬁtup
baris ké-i.dan kolom ke-f dari determinan | A {.
A. adalah kofaktor dan unsur a,.

. ,, Ve

Dengan demikian,

Ay = (DM = (=12 M = M

11

12 ( 1):j A{j’] = (— 1)4 M, = _"M,\ :
13 —1 13 = (—IPM,= +M

b
I

I

o menghasﬂkan bllangan genag, an_A adalah negauf dan M anablla i+J

dalam notasi kofaktor menjadi :
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| AI = anAn + a,A,; + a:JAls
atau :
|A] = Z aqd, untuk setiap baris; i = 1,2, ...., n
i=1
lA| = Z aA, untuk setiap kolom; j = 1,2 ...., n
i=1

Cara penyelesaian determinan yang dikembangkan oleh Laplace ini, di-
kenal dengan sebutan metoda ekspansi dengan kofaktor, berlaku atau terap

untuk determinan berdimensi berapapun.

Contoh : FN\H\ n/

\/\ £ 3 S
Al = KNN3 ‘ -

5 6| . L N

MI = = —3 - = (— - = —
8 9 A, (—IF(—3) = 3
4 6 '/_ S

MZ = = — 6 - = f— — -—/j

- 7 9 K_/ .A:z ( _1)’( 6) —\6_)

4 5 .

M, = = —3 —- = (— g - __
7 8 A, =( l)‘( J) = 3

[A] =aA4, + 012412 +a,d,; = i(— 3) + 26) + 3(-— N=0

PR

12.7.2 Sifat-sifat Determinan

Determinan mempunyai beberapa sif_at khas berkenaan dengan nilai
numeriknya. Tidak semua sifat dibuktikan di sini, pembaca dianjurkan men-
cobanya dengan contoh-contoh sendiri. Sifat-sifat tersebut adalah sebagai

berikut :



318

Dumairy, Matematika Terapan untuk Risnis dan Ekonomi

. Nilai determinan adalzah nol jika semua unsurnya sama.

|A] = =84+8+8—-8—8—8=0

[ SIS )

2
2
2

NN

- Nilai determinan adalah nol jika terdapat dua baris atau dua kolom yang

unsur-unsurnya sama.

2 6 S
Al =|1 8 4
2 6 5

= 80 +48 + 30—80—30—48 =0

. Nilai determinan adalah nol jika terdapat dua baris atau dua kolom yang

unsur-unsurnya sebanding,

2 6 5 :
TA|l. =11 8 4| = 160 + 96 + 60 — 160 — 60 — 96 = ©
4 .12 10 h :

. Nilai determinan adalah nol jika unsur-unsur pada salah satu baris atau

kolom semuanya nol.

2 6 5
A =11 3 4|=0+0+0—0—0—0=0
0 0 0

. Nilai determinan tidak berubah jika semua baris dan kolomnya saling ber-

tukar letak, dengan kata lain determinan dari matriks A sama dengan

determinan dari matriks ubahannya A’; | A | = | A’ [

|A] =1 3 4|=254+168 + 40 — 105— 54 — 64 = 39
7 8 9 . :

- 2 1 7

|A'| =} 6 3 B|=54+ 40+ 168 — 105 — 54 — 64 = 39
5 4 9: . .

. Nilai determinan berubah tanda (tetapi harga mutlaknya tetap) jika dua

baris atau dua kolomnya bertukar letak.

]2 5 A
[A]l =1 3 4= 58+168+40—105—54—64 = 39
7 9 :
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1 3 4 ‘
(Bl =|2 6 50{=54+105+64— 168 —54—40 = — 39
: 7. 9f . L o

8

( P.ez"hatikan bahwa | B | adalah | A | setelah baris pertama dan baris kedua
bertukar letak). S o . Cee

. Determinan dari suatu matriks diagonal adalah hasilkali unsur-unsur

diagonalnya.
2 0 of. S . .
|,A l = O : 3 0 = _'2-3.9 = 54’|-; . - A . oo
- 1o o 9 .. . . .

. Jika setiap unsur pada salah satu baris atau kolom dikatikan dengan suatu

bilangan, nilai determinannya adalah sama dengan hasilkalinya dengan
bilangan tersebut. Lo

2 6 5 :
|A] = |1+ 3 4| = 39 Jikabaris kedua dikalikan 2, maka :
7 8 9 ' - -
. 2 6 5 Al L
|A*| =12 6 8|= 108 + 336 + 80 — 210 — 108 — 128
7 8 9 =78 = 2A | T

. Jika semua unsur merupakan penjumlahan dari dua bilangan atau lebih,
. determinannya dapat dituliskan sebagai penjumlahan dari dua determinan

" atau lebih.

10,

Jika nilai determinan dari suatu matriks sama dengan nol, matriksnya

. dikatakan singular dan tidak mempunyai- balikan (inverse); jadi bila

12,

| A| = 0, A merupakan matriks singular dan A- ' tidak-ada.

Jika nilai determinan dari suatu matriks tidak sama dengan nol,” ma-
triksnya dikatakan nonsingular dan mempunyai balikan; jadi bila A
#0, A merupakan matriks nonsingular dan A™ “ada.-

Pada penguraian determinan (ekspansi Laplace), nilai determinan sama
dengan nol jika unsur baris atau kolom dikalikan dengan kofaktor unsur

" baris atau kolom yang lain, tetapi tidak sama dengan nol jika unsur suatu

baris atau kolom dikalikan dengaln kofaktor unsur baris atau kolom itu
sendiri. ) : o -
. . {

P
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12.8 ADJOIN MATRIKS

Konsep-konsep determinan, minor, kofaktor dan adjoin sangat berkaitan
crat. Kesemuanya amat bermanfaat dalam pekerjaan membalik matriks
{(menemukan matriks balikan) yang akan dibahas di dalam sub-bab sesudah ini.
Adjoin dari suatu matriks ialah ubahan dari matriks kofaktor-kofaktornya.

adj. A = [A4,]'

Jadi, adjoin dari suatu matriks tak lain adalah berupa sebuah matriks
juga. Untuk dapat membentuk sebuah adjoin, terlebih dahulu harus diketahui
kofaktor-kofaktornya. Untuk mengetahui kofaktor-kofaktor, teriebih dahulu
harus diketahui minor-minornya. Sebelumnya, untuk dapat mengetahui minor,
terlebih dahulu harus dipahami prinsip-prinsip penyelesaian dan sifat-sifat

determinan. -
Contoh :
1 2 3 1 2 3
Andaikan A =| 4 5 6|, mka |A|j=|4 5 6
7 8 9 7 8 9
56 4 6 4 5
AJII: = -3 )‘.{u._ =— 6 _ﬂ/!”: =—13
2 3 | 2:3 : 12
8§ 9 79 7 8
. 12 3 1 3 1 2
M, = =—3 M,'= =— 6 M, = = —3
5 6 : 4 6 - 4 5

Karena 4, = (— I)i'HMU, maka :

A, = (—1p-=3) = _.'3 A, = (_'1)3(_ .6) =. 6 A-13-= =13 = -3
A, =(—I1p(—6) = 6 A, = (—1p—12) = ‘—12 A, = (—1p(—6)= 6

Ay = (—1F(=3) = —3 A, = (—I—6) = 6 A, = (—1)5(—3) = —3
' . olAa, A, A, |—-3 6 —3
[A4,] = |4, A, A, |=| 6 —12 ¢
A, A, A, —3 6 —3

L]l 2
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[ 6 =31 =3 6--3
ad,A =[4,]" = 6 <12 6| =| 6 —12 6
- —3 6 =3 —3 . 6 —3

Dalam contoh ini secara kebetulan matriks kofaktor [ A,] sama dengan
ubahannya, [A,] = [A, ], berarti matriks kofaktor tersebut mcrupakan
matriks simetrik. ' '

Latihan Determinan dan Adjoin Matriks

1. Hitunglah nilai determinan dari matriks-matriks berikut :

—2

3 1 2 1192 1 1 6

A=|1 -2 —9| B= I C=14 —4 =3

4 3 1 140 3 2 5 0
272 7 —4

2. Tentukan semua minor yang terdapat pada masing-masing matriks di atas.
3. Bentuklah matriks kofaktor untuk masing~maisin'g matriks tadi.

4. Bentuklah adjoin dari matriks-matriks tersebut.

5. Bentuklah adjoin X, adjoin'Y'dan adjoin Z jika :

' 313 123 123
A=1{1 4 2| ¥Y=|—104] Z=1{57 4
05 2 02 2 213

12.9 PEMBALIKAN MATRIKS

Membalik sebuah matriks berarti mencari suatu matriks balikan yang
apabila dikalikan dengan matriks aslinya menghasilkan matriks satuan.

Balikan dari matriks A adalah matriks balikan A—' (atau B) yakni jika dan
hanya jika AA—' = [(atau AB = I).

Matriks balikan hanya terdapat pada matriks-matriks yang berbentuk by-

jur sangkar. Akan tetapi, sebagaimana telah disinggung di-dalam Seksi 12.4.7,

tidak setiap matriks bujur sangkar mempunyai balikan. Hanya matriks-matriks
bujur sangkar yang nonsingular (determinannya #0) yang memiliki balikan.

-
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12.9.1 Pembalikan Ma(riks Berorde 2 X 2

Andaikata B adalah balikan dari A, maka untuk dapat membentuk B
haruslah diperoleh lebih dahulu unsur-unsurnya atau b,. Nilai-nilai b, dapat
dihitung berdasarkan penemuan seperti diuraikan benkut

al!. 12
Andaikan A =
aZI a22‘
) bu . brz
dan balikannya dilambangkan dengan A-' = B = | °
bZI bH

maka menurut definisi AB = [, yakni

atau
a.b, + a,b, a,b, + d,b,

@b, + a,b, anbu + a,b,

aubn + Ib2| =1 ublz a, zz =
a_zlbu + ab, =0 2 b =

2l 12 22 22

(S

Dengan menyelesaikan keempat persémaan ini secara serempak untuk masmg-
masing b,, diperoleh :

b.u = L = % ) . ‘b. = _.__“au

a,a,—a,a, a,a, —a,a,

— —a, — a,
bzl = — bzz T e—
a,4, —a,ua, . 4,6y, — a,d,,

Perhatikan bahwa faktor pembaginya tak lain adalah determinan |A ]

|A] = = a,a, —a,a, )

) @

Dengan cara lain b, dapat pula dituliskan menjadi :
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b, = g b, = % b, = _-—-—a" b, = __ﬂ,,
[A ] [A ’ | A | A |
Ini berarti jika pembaginya nol atau | A | = 0, maka b, tak terdefinisi dan

konsckuensinya matriks balikan B atau A- ' tidak dapat dibentuk. Itulah
sebabnya matriks A tidak mempunyai balikan jika |A | = 0.

Contoh :
. - : 8 Al
1) Tentukan, kalau ada, balikan dari matriks A =
e 5 '3
8 4
Al = = 4, berarti A nonsingular dan A-' ada.
3‘
by = % =3 o o5
[A] 4
by, = _% = "3 - _ 13
|A | 4 '
bIZ = ._-_—_aiz "'—" t_4 -_— _l
|A | 4
bzz = a“ = _8_ = 2
A | 4
8 4| 0,75  —1
Jadi, A—'= B = =
5 3 — 1,25 2
8 4
2) Tentukan, kalau ada, balikan dari matriks A = _
T ' 6 3
8 4 -
A = = 0, berarti A singular dan A~ tidak ada.

6 3

12.9.2 Pembalikan Matriks Berorde lebih Tinggi

Pembalikan matriks yang berorde lebih tinggi pada prinsipnya sama seper-
ti pembalikan matriks berordé 2 x 2 di atas.
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-T'Il """ -aln
Andaikan- A =
Al e @nn
dan balikannya A-' = B, maka menurut definisi AB = I.
—— ] [_' . .
Fa“ SCR by - _bln l\ ----- 0
. . . 3 AN .
= AY | .
N
o \
' b, 0.....1
nl ' ann al . rmJ """
a.b, + +a,b, ----- ab, + +a,"bn: —l\ ..... 0]
\
\
.................................... = 1
\
N
. -
-~ A
ab, + +ab - ab, + ...+ am,bnﬂ 0..... k|
¢, ..... € | ﬁ\ ..... 0
. N
\ n
— \ —
- l\ Cu = a:jb_jk
- \ i=\
. . A
Covennn c 0 ..... M
_nl nn-—J | J
C, =1 jikai=k di mana :
i=12,...,n
¢, =0 jika i #k k=12,...,n"

Dengan cara ini, untuk menemukan sebanyak 2 unsur-unsur matriks
balikannya (b,), terdapat m* persamaan mengandung b, yang harus
diselesaikan. Jadi, jika misalnya matriks yang hendak dibalik berorde 4 x 4,
berarti terdapat 42 unsur matriks balikan yang sama harus dicari; untuk itu ter-

" dapat 4 persamaan (yang mengandung unsur-unsur matriks balikan) yang
harus diselesaikan. Dalam praktek sehari-hari pekerjaan membalik matriks
berorde besar tidak perlu dilakukan dengan tangan atau secara manual, ber-
bagai paket piranti-lunak (sofrware) komputer tersedia untuk itu.
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12.9.3 f’embglikan Matriks dengan Adjoin dan Delerminan

Membalik sebuah matriks dapat pula dilakukan dengan menggunakan ad-
join dan determinan dari matriks yang bersangkutan. Hubungan suatu matriks
bujur sangkar yang nonsingular dengan adjoin dan determinannya adalah :

A-t = adj. A
Al

Dari hubungan ini terlihat, A-' ada atau dapat dibentuk jika dan hanya jika

| A]#0.
Contoh :
o - |8 4
@Tentukan, kalau ada, balikan dari matriks A =
. - 5 3
8 4
[A]| = = 4, berarti A~' ada.
5 3l

Minor-minornya : M,, = 3, M, = 5, M,, = 4dai M,, = 8.

&a\ktcm =(— 1y+:M ,maka A, = (—1)'(3) \1) A, =(—1)°(5) =
— _= (—1)*(4)" ddan A = (D*8) w

i = = ~
) : A, —-Azz’/ —4 -“8
3 =" [ 3 —4
adj. A = [4) =
- ) —4 8 —5 8

3 —4 ' '
A-t - 2diA _|—=5 8] _ | 075 —1
| A | 4 —125 2|

o
I
I
e
-
G
!
)

- Jadi,

w
w
|
Pt
o
i
[ 3%
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Bandingkan dengan hasil penyelesaian Contoh 1) dalam Seksi 12.9.1 di
depan ! Guna meyakinkan kebenaran pekerjaan membalik matriks, dapat
diuji melalui hubungan AA =t = |, .

Untuk contoh ini terbukti bahwa :

8 4| 0715 —1 1 0

AA—' =, yakni =
5 3|1—1,25 2 0 1
3 2 5
.2) Tentukan, kalau ada, balikan dari matriks B = |4 0.-.13
' 2 2. 3
3 2 5 ‘
Bl=[4 0 3{=0+12+40—0—24—18=52—42'=10
2 2 3 berarti B ! ada.
0 3 - 14 3
M, = =—6 M, = = 6
2 3 2 3
4 0
M; = = 8
2 2.
2 5 K 5
‘M, = =—4 M, = =—1
2 KRR 2 3
3 2
M, = = 2
2 2
2 5 3 5
M;l = = 6 bfsz = = - ll
0 3 4 k)
3 2
M, = = —38
. 4 0
B, = (—(—6) = —6B,= (—1)() = —6B,= (=)' = 8
B,= (—(—#9= 4 B,= (~1)=1) = —1 B, = (1) = —2
B,= (=16 = 6B, = (W(—1)= 11 B = (—1-8=—8

pl
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—6 —6 8 (—6 4 6
[B,]=| 4 —1 —2 | adj.B=[B ' =|—6 —1 1
6 11 —38 8 —2 —8

H _0!6 ~0,4 0,6—-

B-' = aijj_'_B =|—=0,6 — 0,1 1,1

| B 08 —02 —0,8

Di samping cara-cara yang sudah diuraikan di atas, masih terdapat dua
cara lain lagi yang dapat digunakan untuk membalik sebuah matriks. Kedua
cara tersebut, tidak dibahas di dalam buku ini, adalah pembalikan matriks
dengan operasi baris atau kolom (eliminasi Gauss) dan pembalikan matriks
melalui matriks bersekat.*)

12.9.4 Sifat-sifat Balikan

Balikan-balikan matriks mempunyai beberapa sifat khas, yaitu :

1. Balikan dari suatu matriks balikan adalah matriks aslinya[ A-']-' = A.
2. Determinan dari suatu matriks balikan sama dengan kebalikan dari deter-
minan matriks aslinya; |A-'| = 1/] A |.

3. Balikan dari suatu matriks ubahan sama dengan ubahan matriks balikan-
nya; [A']"" = [A™']".

4. Balikan dari perkalian dua buah matriks sama dengan perkalian matriks-
matriks balikannya dengan urutan yang terbalik; [ AB]-' = B-'A-!,

5. Balikan dari matriks satuan adalah matriks satuan itu sendiri;1 -' = 1.

Latihan Pembalikan Matriks
Tentukan — jika ada — balikan dari matriks-matriks di bawah ini :

1 0 . 1 —61

2 ! 0o 1

*)Anda yang berminat mempelajari kedua cara ini dapat n?cmbaca (misp!nya) Jean E.
Weber, *'Mathematical Analysis : Business and Economic Applications’’, 4th edition, Harper &

Row, New York, 1982; halaman 601 — 610.
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2 3 0 1
3 4.
4 —6 1 0
2 2 1 2 3
s.lo 7 o0 6.5 7 4
2 s 1 2 1 3
. - 4 0o o —2
3 2
S B 0
7 4 3 8
- 1 4 0 3
—1 2 4
- = 2 2 7 4
9. Jika
T i 2 4
A = dan B 4 5
—1 1 —1 6 2

tentukaniah balikan dari AB, kalau ada,
10. Untuk AdanB sepertl dalam Soal no. 9, 1enlukanlah balikan dari BA jika

ada.

12 19 PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN LINEAR

Teori matriks dapat dimanfaatkan untuk menyelesaikan sistem persamaan
linear. Sehimpun persamaan linear, yang terdiri atas m persamaan dengan n
bilangan anu, dapat disajikan dalam bentuk notasi matriks. Sebagai contoh :

a”x; + au.rz + ... + alnxﬂ = C]
QZIXg + anxz + ... + a’zn.\‘.’" = (.'3
a.x +a.x + ....... + a x = ¢
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Jikam = n dan A mempunyai balikan, yakni jika A merupakan matriks bujur
sangkar yang nonsingular, maka notasi sistem persamaan linear di atas dapat
dituliskan menjadi :

A x =c¢

axa nxi nx |

Penyelesaian untuk vektor-kolomx dapat diperoleh dengan membalik matriks
A, yakni :

xnxl'__n A_Inxpcnxl
Contoh :
Andaikan X\ + ax— X = 6
3x1_4X1+2X3=—'2
le + 5x3 + Xy = 0
Berarti
X1 6
A= 2| X=|x| dan ¢c= |—2
~ \2- A - oA ' Xa 0

|A| == 36 berartl A-! ada$ dalam hal ini (;f\
(%

Ak — Ao Al
04/35 6/36 —2/36

A =) =36 L33 /36
23367 3/36 16
- —_— )
Y 6/53“—*—%
X=A-tc= |— 1736 —<1736 5/36
— 23/36 1/36 1/36

Jadi, x;, =2, x, =0 dan x; = —4

Penyelesaian sistem persamaan linear secara serempak, berdasarkan teori
matriks, dapat pula dikerjakan dengan menggunakan kaidah Cramer.
Penyelesaian atas —

Anxnxnxl = c:r:ul.

untuk menghitung nilai variabel x dapat dilakukan dengan cara membagi
. determinan-determinannya (Ingal : dalam Seksi 6.4.3 didepan cara ini di-
sebut pula dengan "cara determinan”),

Demikian maka :
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Jadi, X = i=1,2,..... , 1

Penyebut pada rumusan x, di atas adalah determinan dari matriks koefisien
persamaan-persamaannya, sedangkan pembilangnya adalah determinan dari
matriks koefisien tetapi setelah kolom ke-i diganti dengan kolom konstanta yang
diperoleh dari ruas kanan persamaan. )

Contoh :
Andaikan X + X — x = 6
3x|_4x2+2x3 = —32
maka
1 I —1 ' 6 1 —1
[Aj=]3 —4 2|=—=3 |x|=|—2 —4 sl m
b6 —1 1 1 6
Ile_ 3 -2 = 0 |x3|= 3 — —2 | =144
2 0 1 2 5 0,
x=|x|/|Al = — T2/—36= 2
x=|x]/|A| = 0/—36 = 0
x,=|x|/|A]l = 144/—36=—4

(Lihat juga contoh-contoh di dalam Seksi 6. 4: 3 di depan)

Latihan Sistem Persamaan Lincar

Selesaikan himpunan-himpunan ‘persamaan linear berikut dengan meng-
gunakan matriks balikan dan kaidah Cramer.

1. —3x +2x =1

8x, —4x,=8
2. x,+4x,—2x,= 3
Ix, +2x,+ x, =10
2x, +3x, +2x, =14
.2x, 43+ x= 0
4x, —8x,—6x,= 2
6x, + x,— x,= 0
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]
i

4. x+ y+2z
Ix+5y+ z =
S5x+4y+3z =7

o

5. —a+2b—3c+4d
' 4a—3b+2c— d =

2a—2b—2c+ 2d
Sa+4b— ¢c— d

20

12
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13.1

WIELEEC th?‘vj@?bh N
FAKULTAS BRONOM

’ "UNIVERSITAS ISLAM FDONESIA®]

L _YOGYAKARTA _

BAB 13
ANALISIS MASUKAN-KELUARAN

Salah satu perkembangan menarik dari-penerapan.aljabar-matriks dalam
bidang ekonomi adalah analisis masukan-keluaran (input-output analysis),
yang diperkenalkan pertama kali pada tahun 1936 oleh Wassily W. Leontief
dari Harvard University. Analisis masukan-keluaran merupakan suatu model
matematis untuk menelaah struktur perekonomian-yang saling kait mengait an-
tarsektor atau kegiatan ekonomi. Model ini lazim diterapkan untuk
menganalisis perekonomian secara makro, nasional ataupun regional.

Analisis masukan-keluaran bertolak dari anggapan bahwa suatu sistem
perekonomian terdiri atas sektor-séktor yang saling berkaitan. Masing-masing
sektor menggunakan keluaran dari sektor lain sebagai masukan bagi keluaran
yang akan dihasilkannya, kemudian keluaran yang dihasilkannya merupakan
masukan pula bagi sektor.lain. Sudah barang tentu, selain menjadi masukan
bagi sektor lain, terdapat pula.keluaran dari sesuatu sektor yang- menjadi
masukan bagi sektor itu sendiri dan sebagai barang konsum51 bagi pemakai
akhir.

MATRIKS TRANSAKSI

Langkah awal dalam analisis masukan-keluaran adalah menyusun suatu
tabel yang berisi keterangan-keterangan tentang bagaimana — baik dalam sa-
tuan kuantitatif fisik atau dalam satuan nilai uang — keluaran suatu sektor ter- .
distribusi ke (diminta oleh) sektor-sektor lain sebagai masukan dan ke (oleh)
pemakai akhir sebagai barang konsumsi. Tabel demikian dinamakan matriks
transaksi atau matriks masukan-keluaran. Contoh sebuah matriks transaksi
dapat dilihat di bawah ini :
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Matriks Transaksi Pérekonomian Negara Kertagama®)

Keluaran .
: p . Ind . " Permintaan Keluaran

ertanian ndustri Jasa akhir ' total

Masukan

Pertanian 20. 35 5 40 100

Industri 15 80 60 135 290

Jasa 10 50 55 120 235

Nilai tambah 55 125 115 70 365

Ketuaran total 100 290 235 T 365 990

‘)Hipotetis.

Pembacaan tabel ke samping berarti menjelaskan bahwa dari seluruh
keluaran (output) sektor pertanian senilai 100, senilai 20 digunakan oleh sektor
itu sendiri sebagai masukan (input), senilai 35 digunakan oleh sektor industri

sebagai masukan sektor-tersebut, senilai 5 digunakan sebagai masukan sektor

jasa dan sisanya senilai 40 dibeli oleh konsumen akhir sebagai barang konsum-
si. Pembacaan tabel ke bawah bérarti menjelaskan bahwa dari seluruh keluaran
sektor pertanian senilai 100, senilai 20 berupa masukan dari sektor itu sendiri,
senilai 15 berupa masukan yang berasal dari sektor industri, senilai 35 berupa
masukan dari sektor jasa, dan selebihnya ‘merupakan nilai tambah (added
value)- séktor pertanian tersebut yaitu senilai 55. Nilai tambah ini sering juga
disebut masukan primer (primary input).

Tabel transaksi bisa juga dituliskan dalam bentuk notasi matriks.
Misainya X melambangkan keluaran dari sektor / yang dipergunakan sebagai
masukan oleh sektor J, U, melambangkan permintaan akhir terhadap keluaran
sektor J, Y; melambangkan nilai tambah sektor J, dan X, adalah keluaran total
dari sektor j, maka tabel transaksinya secara matriks :
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Matriks Transaksi
Distribusi Konsumsj Permintaan Keluaran
Akhir Totel
: Xy e X, 7

Distribusl oot Sl i
' D R S eveea X. 7/ X
Produksi ZI 2 i ’ ’
Xoip " Xy oeiviio s 00 X u. X,
+ H LT 5

Nilgi tamliah Yoo e Lokl Y TU"' il X .
Kelugran total X, X, oo, X. X x

Pemakaian total oleh sektor i :

m
X= ' X
Jj=1

i

Keluaran total dari sektor j :

n

Toi=1

T

13.2 MATRIKS TEKNOLOGI

U i=1,2, ..

X = 3 X, +%Y, j=1,2,...

Dari matriks transaksi di atas dapat diketahui, bahwa bagi sektor j untuk -
memproduksi keluaran sejumiah X, diperlukan masukan-masukan dari sektor
1 hingga sektor m dan sejumlah tertentu nilai tambah atau masukan primer.
Hal ini berarti bahwa masing-masing kolom menggambarkan hubungan
masukan-keluaran antarsektor..Begitu pula pada saat yang sama matriks tran-
saksi memberikan informasi tentang bagaimana keluaran dari seshatu sektor
terdistribusi di antara sektor-sektor yang ada, termasuk sektor konsumen
akhir. Hal inipun menggambarkan hubungan masukan-keluaran antarsektor.
Jika nilai setiap unsur dalam matriks transaksi tersebut dibagi dengan nilai

- jumlah baris atau nilai jumlah kolom yang bersesuaian (misalnya X, dibagi X,
- atau X, dibagi X), maka diperoleh suatu ‘rasio yang dinamakan koefisien

teknologi.
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Koefisien teknologi a.

1
|2

Koefisien teknologl a; adalah suatu rasio yang menjelaskan jumlah atau
nilai keluaran sektor yang diperlukan sebagai masukan untuk menghasﬂkan
satu unit keluaran di sektor J. :

Jika semua koefisien teknologi yang ada dihitung (e, dihitung untuk
semua / dan j) dan hasil-hasilnya disajikan dalam suatu matriks, diperolehlah
sebuah matriks teknologi. Jadi, matriks teknologi adalah suatu matriks dalam
analisis masukan-keluaran vang unsur-unsurnya berupa koefisien_teknologi.
Sebagai ilustrasi, matrlks teknologi untuk perekonomian Negara Kertagama di
depan adalah :

P I J
Pertanian 0,20 0,12 0,02
Industri 0,15 0,28 0,26
Jasa 0,10 - 0,17 0,23

Nilai tambah 0,55 0,43 0,49
1,00 1,00 1,00

[Perhatikan matriks teknologi dibentuk hanya oleh ’’sektor-sektor
utama’’ !]

Secara umum matriks teknologi dapat dirumuskan sebagai :

Matriks Teknologi

Sektor
Sekitor I 2 i m
1 a, @y el “a,,
2 a, &y, e a,,
m ' a&rt amz amm

Nilai tambah  (1—ZX2q) (1 —=ZXa) ........... A—-~Za)
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Sedangkan himpunan koefisien teknologi untuk unsur-unsur-permintaan
akhir dan keluaran total masing-masing adalah berupa vektor kolom.

v, X,
v, X,
Uﬂ'l' | Xm

Karena koefisien masukan a, = X, / X, berarti X, = a, X,.

Menurut matriks transaksi,

i=1
padahal : ' s X, = a, X
: m
maka. X = X aX+U
i=1
Bila diuraikan,
X, aX +a X, + ..... +aX + U,
atau :
U =X—aX—aX—. ... —¢X/
Untuk masing-masing i, ‘ '
U =X —aX —aX—.... —a,X,
= (1—a)X —a,X,—.... = q,X ]
U = X,—aX — a, X, — ... —a,X,
= -GZIXl + (1 - %)‘X;. T e - alme
m m ml m2 'mm

~
non
De
=
S
-]
>
I
-]
S
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atau jika ditulis secara ringkas dengan notasi matriks :

U

mx

= ([—A)

moX an m %1

U dan X masing-masing adalah vektor-kolom permintaan akhir dan vektor-
kolom. secara keluaran total, Fadalah matriks satuan, sedangkan A adalah
matriks teknologi yang dibentuk berdasarkan matriks transaksi. ‘

Jika matriks I — A nonsingular, yakni jika |I — A| #0, maka ia. akan
mempunyai balikan. ]_)alam hal ini U = (I — A)X dapat ditulis menjadi

X

m x|

—(I—Ay'-U

X m x 1

Ini berarti bahwa jika matriks A -dan vektor U diketahui, maka vektor X dapat
dicari secara langsung menuruti kaidah perkalian matriks. Dengan kata lain
jika masing-masing koefisien masukan antar sektor dan permintaan akhir un-
tuk setiap sektor diketahui datanya, maka dapatlah dihitung keluaran total dari
masing-masing sektor., Lebih'lanjut, dengan dapat dihitungnya keluaran total
sektoral akan dapat pula dihitung keluaran total nasional (GDP atau GNP). Di
sinilah letak arti pentingnya analisis masiikan-keluaran. Satu hal yang penting
diperhatikan dalam analisis masukan-keluaran di sini adalah bahwa koefisien
masukan dianggap senantiasa konstan. Jadi model masukan-keluaran yang
disajikan di sini merupakan analisis statis. Analisis masukan-keluaran dinamis
tidak dimuat dalam buku ini.

Kasus 78

Untuk kasus Negara Kertagama di atas, hitunglah keluaran total masing-
masing sektor dan nilai tambahnya jika ditargetkan permintaan akhir terhadap
sektor pertanian, industri dan jasa masing-masing 100, 300 dan 200. Susunlab
matriks transaksi yang baru.

Sebagaimana diketahui, berdasarkan perhitungan di muka matriks teknolo-
ginya adalah :

P I J

Pertanian 0,20 0,12 0,02
Industri | 0,15 0,28 0,26
Jasa - L0,10 0,17 0,23
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Menurut rumus X = (I— A)-* U

{X, } [1-0,20 - -0,12 -0.027- -! [1007]
X, = -0,15 1-0,28 -0,26 300
X, L -0,10 -0,17 1-0,23 ) - [ 200
[ 0,80 -0,12 0,027 -! [1007

= 0,15 - 0,72 -0,26 300

L -0,10 -0,17 0,77 | | 200

Determinan [ — A| = (0,80)(0,72)(0,77) + (-0,12)(-0,26)(-0,10) +
(-0,02)(-0,17)(-0,15) — (-0,10)(0,72)(-0,02)
— (0,15)¢0,1200.77) — (0.30)(:0 26)( 0.17)

= 0,38923-
([_A)-I = ad] (1— A)
[T — A
0,80 -0,12 0,02 -1 . T[05102 0,0958 0,0456
0,15 0,72 :0.26 = [ 0,1415 - 0,6140  0,2110 | : 0,38923
0,10 -0,17 0,77 ~L0,0975 01480  0,5580_

[ 1,3108. 0,246l 0,1171 ]
= 0,3635 1,5775  -0,5421 |
| 0,2505  0,3802 1,4336

Dengan demikian

X, 1,3108 02461  0,1171 100 228,33
X, | = [0,3635 1,5775 0,542l 300| = [618,02
X 0,2505  0,3802  1,4336 200 | 425,83

£l
. -

Jadi, keluaran total masmg—masmg sektor akan menjadl

Pertaman = 228,33 -
Industri = 618,02 Vi .
Jasa = 425,83 _ . E

Sedangkan nilai tambah sektor "

Pertanian = 0,55 x 228,33 = 125,58 -
Industri = 0,43 x 618,02 = 265,06
Jasa = 0,49 x 425,83 = 208,66



Matriks transaksi yang baru
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- Ii tndustsi J Permintaan Keluaran
Pertan aln n us-n asa Akhir Total
Pertanian 45,67 74,16 8,51 100 228,33
Industri 34,25 173,05 110,72 300 618,02
Jasa 22,83 105,75 97,94 200 425,83
Nilai tambah 125,58 265,06 208,66
Keluargn total 228,33 618,02 425,83 ’

Dalam hal ini empat kotak masih kosong; jika salah satu diketahui unsurnya,
maka unsur-unsur untuk kotak kosong lainnya akan dapat dihitung.

Latihan Analisis Masukan — Keluaran

1.. Hubungan masukan-keluaran antarséktor dalam perékonomian sebuah
negara diketahui seperti ditunjukkan oleh tabel transaksi di bawah ini.

: - Permintaan Keluat:an

Pertani I
ertanian nduslri Jasa Akhir Total
.| Pertanian 11 19 I .10 41
Industri 5 B9 40 106 ; 240
Jass 5 37 37 106 " 185
Nital tambah 20 [ 65 107 21 243
Keluaran total B Y| 240 * 185 ‘ 243 659

a) Hitunglah masing-masing koeflslen masukannya.

b) Jika permintaan akhir terhadap sektor pertanian, Scktor mdustn dan
sektor jasa diharapkan masing-masing berubah jadi 25, 201 dan 45,
berapa keluaran total yang baru bagi masing-masing sektor tersebut ?

c) Hitunglah nilai tambah yang baru bagi masing-masing sektor.

2. Untuk data serupa dengan-soal di atas, hitunglah keluaran total per sektor
bila permintaan akhirnya berubah men_]adl 30 untuk sektor pertanian, 150
(industri) dan 125 (jasa).
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3. Andaikan hubungan masukan-keluaran antarsektor dalam suatu
perekonomian ditunjukkan oleh tabel berikut.

. Sektor A Sektor B Sektor C Permintaan akhir
Sektor 4 80 . 100 100 40
Sektor B " 80 200 60 60
Sektor C 80 100 100 20

a) Hitunglah masing-masing koefisien masukannya.

b) Berapa keluaran total per sektor bila permintaan akhir terhadap setiap
sektor diharapkan merata menjadi sama-sama 60 ?

¢) Hitung juga perubahan nilai tambah setiap sektor.

4, Berkenaan data Soal no. 3, bila permintaan akhir berubah menjadi 120
(sektor A) dan 40 (sektor B) serta 10 (sektor C), berapa kenaikan atau
penurunan keluaran total masing-masing sektor ?
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7 U BaBM
PROGRAMASI LINEAR'

Programa51 lmear (linear programmmg) merupakan pengembangan lebih
lanjut dari konsep-konsep aljabar linear. Model ini dikembangkan oleh George
_ B. Dantzig, seorang matematisian Amerika Serikat, pada tahun 1947, Benih-
* beriih model ini sesungguhnya sudah ditemukan jauh' sebelumnya. Seorang
matematisian Russia bernama ‘L. V. Kantorovich memperkenalkan penerapan
3.t~ programasi linear dalam bidang produksi pada tahun 1939. L¢bih dari seabad
sebelumnya, pada tahun 1826, Fourier yang matematisian' Perancis juga telah
merumuskan masalah programasi linear. .Akan tetapi baru. setelah Dantzig
mengembangkan dan mempopu]erkannya model ini memperoleh perhatlan
yang berarti. Dantzlg pulalah vang dikenal dunia sebagai ""bapak programasi
lmear”

Semula model ini dlmanfaatkan di bldang kemiliteran, khususnya oleh -
Angkatan Udara Amerika Serikat (USAF), untuk merencanakan dan
memecahkan masalah-masalah logistik di masa perang. Kemudian di bidang.
transporta51 dan bisnis. Sekarang penggunaan programasi linear sudah sangat
meluas, terutama di bidang bisnis. Berbagai masalah dalam aspek-aspek
_kegiatan perusahaan — seperti masalah produk51 pembiayaan, pemasaran,
*“periklanan dan penyampalan barang — ‘semakin lazim dipecahkan dengan pro-
gramasi linear. Bab ini hanya menguraikan konsep-konsep dasar programasi
linear. Mengingat pengajaran materi programasn linear dalam matakuliah
matematika bersifat hanya sebagai *’perkenalan’, tidak semua aspek dari .
model tersebut dikupas di sini. Selik beluk yang lebih terinci mengenai pro-
gramasi linear biasanya diberikan di dalam matakuliah "operatlons research’’

_atau “’metoda-metoda kuantitatif untuk manajemen’’, Oleh karenanya
- bahasan yang lebih lengkap tentang model ini akan dapat dijunipai di dalam
buku-buku teks mengena1 operat10ns research atau buku yang khusus mem-
bahas programasi linear.
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14.1 IDE DASAR PROGRAMASI LINEAR

Programasi linear ialah suatu model optimisasi persamaan linear berke-
naan dengan kendala-kendala linear yang dihadapinya. Masalah programasi
linear berarti adalah masalah pencarian nilai-nilai optimum (maksimum atau
minimum) sebuah fungsi linear pada suatu sistem atau sehimpun kendala
linear. Fungsi linear yang hendak dicari nilai optimumnya, berbentuk sebuah
persamaan, disebut fungsi tujuan. Sedangkan fungsi-fungsi linear yang harus
terpenuhi dalam optimisasi fungsi tujuan tadi, dapat berbentuk persamaan
maupun pertidaksamaan, disebut fungsi kendala.

Agar suatu masalah optimisasi dapat diselesaikan dengan programasi
linear, ada beberapa syarat atau karakteristik yang harus dipenuhi, yaitu :

1. Masalah tersebut harus-dapat diubah menjadi permasalahan matematis.
Ini berarti bahwa masalah tadi harus bisa dituangkan ke dalam bentuk
model matematik, dalam hal ini model! linear, baik berupa persamaan
maupun pertidaksamaan.

2. Keseluruhan sistem permasalahan harus dapat dipilah-pilah menjadi
satuan-satuan aktivitas; sebagai misal : q , X, +.4a,X, € k, di mana X
dan X, adalah aktivitas. i

3. Masing-masing aktivitas harus dapat ditentukan dengan tepat baik jenis
maupun letaknya dalam model programasi.

4. Setiap aktivitas harus dapat dikuantifikasikan sehingga masing—mzising
nilainya dapat dihitung dan dibandingkan.

Dengan demikian di dalam suatu masalah programasi linear harus ter-
dapat rangkaian ”kendala aktivitas-tujuan’’> atau ’’masukan-aktivitas-
keluaran®’. .

Perumusan model programasi Imear dapat d:lakukan melalui langkah-
langkah sebagai berikut :

Menentukan aktmtas

Menentukan sumber-sumber (masukan)

Menghitung jumlah masukan dan keluaran untuk setiap satuan aktivitas
Menentukan kendala-kendala aktivitas

Merumuskan model, . yakni membentuk fungsi tu_|uan dan fungsx fungsi
kendalanya

bl e

Contoh Perumusan Model Programasi Linear

* Andaikan sebuah perusahaan yang menghas:lkan dua macam keluaran,
yaitu barang A dan barang B, menggunakan dua macam bahan mentah yakm
R dan S sebagai masukannya. Baik barang A maupun barang B masing-masing
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menggunakan masukan R dan masukan S dalam proses produksinya. Setiap
unit keluaran A4 memerlukan 4 unit masukan R dan 3 unit masukan S,
sedangkan setiap unit B memerlukan 2 unit R dan 4 unit S. Harga jual produk
A dan produk B mqsmg—masmg Rp 5.000,00 dan Rp 6.000,00 per unit. Jumlah
persediaan ‘masukan R dan masukan S yang dimiliki oleh perusahaan ini
masing-masing 100 unit dan 120 unit. Berapa unit 4 dan B harus dihasilkan

" agar penerimaan perusahaan maksimum, dengan keterbatasan atau kendala
bahwa'penggunaan masukan R dan masukan § masing-masing tidak melebihi
100 unit dan 120 unit ? -

Masalah programasi’linear yang muncul di sini ialah memaksimumkan
penerimaan, yakni menentukan kombinasi jumlah barang A4 dan jumlah
barang B yang sebaiknya dihasilkan sehubungan dengan kondisi-kondisi yang
dihadapi. Agar dapat diselesaikan dengan model programasi lincar, per-
masalahannya haruslah dituangkan ke dalam bentuk model tersebut, berarti
harus dirumuskan fungsi tujuan yang hendak dioptimumkan dan fungsi-fungsi
-kendala yang dihadapi. Misalkan z melambangkan penerimaan perusahaan'|.
sedangkan @ dan b masing-masing melambangkan ]umlah A dan jumlah B,
maka : - .

fungsi tujuannya, t 2=5000¢+ 6000b
fungsi kendalanya : 4a + 26 < 100
Ja + 4b< 120

Fungsi kendala yang pertama berkenaan dengan masukan R; karena setiap
unit A memerlukan 4 unit R dan setiap unit B memerlukan 2 unit R, padahal
jumlah masukan R yang dapat digunakan tidak mungkin melebihi (berarti
boleh kurang atau sama dengan) 100 unit, maka haruslah 4a + 2b < 100.
Sedangkan fungsi kendala yang kemudian berkenaan dengan masukan atau
bahan mentah S; karena setiap unit 4 membutuhkan 3 unit S dan setiap unit B
membutuhkan 4 unit S, padahal jumlah masukan S yang dapat dipakai tidak
mungkin lebih dari (berarti boleh kurang dari atau sama dengan) 120 unit,
maka haruslah 3¢ + 4b € 120. Perumusan fungsi tujuan dan fungsi kendala -
ini akan lebih mudah dilakukan dengan menggunakan bantuan tabel per--
masalahannya, yang berisi keterangan-keterangan tentang masukan dan
keluaran serta kepdalanya masing-masing.
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Tabel Permaszlahan

Keluaran '
. Kendsla -
A B masukan
R 4 2 100
Masukan
S 3 4 120
Kendsala keluaren 5000 6000

14.2 BENTUK UMUM MODEL PROGRAMASI LINEAR

- Sebagaimana telah dinyatakan sebélumnya, masalah programasi linear tak
lain adalah masalah optimisasi bersyarat, yakni pencarian nilai maksimum
(maksimisasi) atau pencarian nilai minimum (minimisasi) sesuatu fungsi tujuan
berkenaan dengan keterbatasan-keterbatasan atau kendala yang harus
dipenuhi. Masalah-masalah tersebut secara umum dapat dirumuskan sebagai
berikut :

Masalah maksimisasi
Maksimumkan fungsi tujuan
I=6x, +ox+ ... +¢x

terhadap kendala-kendala

ax, + a,X + .o +ax < b

aX + 4% + i +ax < b
pL ]
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14.3
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Masalah maksimisasi dijumpai misalnya dalam kasus penentuan kom-
binasi jumlah produk (product-mix) guna memperoleh profit maksimum.
Sedangkan masalah minimisasi ditemui misalnya dalam kasus upaya menekan
biaya produksi. Variabel x,, yang mencerminkan aktivitas, dalam programasi '
linear disebut juga variabel keputusan (decision variable). Variabel keputusan
tidak boleh negatif, karenanya di dalam setiap rumusan model programasi -
linear (harus) %selalu dicantumkan notasi x; > 0. Hal ini dikenal dengan
sebutan *’pembatasan ketidaknegatifan'’ (non-negativity restriction).

Kendala-kendala dalam sebuah masalah programasi linear tidak selalu
harus berbentuk pertidaksamaan yang seragam. Dalam kasus tertentu dapat
terjadi salah satu kendala, atau lebih, berbentuk persamaan. Dapat pula terjadi
di dalam sebuah masalah terdapat kendala pertidaksamaan berbentuk >

maupun £ , ;

Penyelesaian masalah programasi linear dapat dikerjakan dengan tiga
macam cara atau metoda, yaitu metoda grafik (geometri), metoda aljabar dan
metoda simplex.

METODA GRAFIK

Penyelesaian dengan metoda grafik atau geometri dilakukan dengan jalan
menggambarkan fungsi-fungsinya (fungsi kendala maupun fungsi tujuan !)
pada sistem sepasang sumbu-silang, di mana sumber-sumber horizontal dan
vertikal masing-masing mencerminkan jumlah setiap keluaran. Secara umum
langkah-langkah penyelesaian dengan metoda grafik, setelah model per-
masalahannya dirumuskan, adalah sebagai berikut :

1. Gambarkan fungsi-fungsi kendalanya.

2. Tentukan area laik (feasible area) bagi masalah yang bersangkutan, yakni
area yang dibatasi oleh garis-garis kendala.

3. Gambarkan fungsi tujuannya dengan menetapkan sebarang nilai z:

4. Lakukan pergeseran-pergeseran seperlunya atas kurva atau géris tujuan,
dengan mengubah-ubah nilai z, agar dapat ditentukan titik penyelesaian op-
timal. '

5. Titik penyelesaian optimal adalah titik sudut terjauh dari area laik yang
dapat dicapai oleh garis tujuan. Dalam masalah maksimisasi, sudut area laik
terjauh biasanya berupa sudut teratas atau terkanan; sedangkan dalam
masalah minimisasi, sudut area laik terjauh biasanya berupa sudut terbawah
atau terkiri (tergantung pada lereng garis tujuannya).

Sebelum memulai dengan contoh-contoh’ kasus, ada baiknya terlebih
dahulu diketahui cara menyajikan pertidaksamaan linear secara grafik.
Perhatikan ketiga gambar di bawah ini dan kalimat-kalimat fungsinya.
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Panel (a) memperlihatkan gambar dari sebuah persamaan. Wilayah persa-
maan 5x + 4y = 20 adalah titik-titik sepanjang garis yang bersangkutan,
Sedangkan panel (b) dan (c) memperlihatkan gambar dari sebuah pertidaksa-
maan. Tanda-tanda silang pada panel (b) mengisyaratkan bahwa bidang di
sebelah atas/kanan garis tidak termasuk wilayah pertidaksamaan 5x + 4y
€ 20, jadi wilayahnya adalah mulai dari garis yang bersangkutan ke
bawah/kiri. Atau dengan cara yang ditunjukkan oleh panel (c); anak panah di
situ menjelaskan wilayah yang termasuk di dalam pertidaksamaan Sx + 4y
< 20.

Banyak cara dapat dilakukan untuk menggambarkan wilayah suatu per-
tidaksamaan linear. Yang jelas, gambarnya bukan semata-mata berupa sebuah
garis. Untuk pertidaksamaan yang bertanda >, perhatikan contoh-contoh

berikut.
¥ v
A A

(b)

Gambar 14-—-2

Bidang di bawah/kiri garis tidak termasuk wilayah 5x + 4y > 20.

‘\Kasus 22 L

Andaikan kita menghadapi masalah seperti yang terdapat Hi dalam contoh
perumusan model di depan, yakni :

Maksimumkan fungsi tujuan z = 5000 a + 6000 b
terhadap kendala-kendala 4a + 2b< 100

3a+ 4b< 120

a bz 0
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: ' “

J0,50) -

!4a+2b< 100

(0,30)

o0 . M N
(25,00 (40, 0)

@ | )
Gambar 143

Area penyelesaian yang laik (feasible area) bagi masalah yang dihadapi
oleh perusahaan ini adalah bidang OKLM yang diarsir. Menghasilkan kom-
binasi jumlah 4 dan B di atas/ kanan bidang OKLM merupakan hal yang tidak
mungkin dapat dilakukannya, mengingat keterbatasan sumberdaya atau
masukan (dalam hal ini bahan mentah) yang dimiliki. Area di luar bidang
OKLM disebut area taklaik {(unfeasible area).

Pada panel (b) yang gambarnya diperbesar, fungsi tiujuan z = 5000 @ +
6000 b digambarkan dengan mencobakan nilai-nilai z tertentu. Di sini terlihat
bahwa sudut area laik terjauh yang dapat dicapai oleh garis fungsi tujuan
.adalah titik L. Titik L ini, yang merupakan perpotongan antara kedua garis
kendala, terfetak pada kedudukana = 16 dan b = 18. Berarti penyelesaian op-
timalnya adalah memproduksi barang A sebanyak 16 unit- dan’ barang B
sebanyak 18 unit, Penerimaan maksimum yang diperoleh dengan kombmam ini
adalah z = 5000 (16) + 6000 (18) = 188.000.

Bila perlu, hasil penyelesaian ini dapat diuji kebenarannya Pengujian
dilakukan terhadap kendala-kendala yang ada, guna membuktikan kelaikan;
dan terhadap semua kemungkinan penyelesaian — yakni sudut-sudut area laik
(feasible, corners) — guna membuktikan optimalitas.

Pengujian terhadap kendala :

4g + 2b < 100 —4(16) + 2(18) € 100 terpenuhi -
3a + 4b< 120 -3(16) + 4(18) < 120 terpenuhi -
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Karena ruas kiri fungsi kendala mencerminkan jumlah masukan yang ter-
pakai dan ruas kanan menunjukkan jumlah masukan yang tersedia, maka
dengan membandingkan kedua ruas dapat diketahui jumlah masukan yang ter-
sisa atau tidak terpakai. Dalam kasus ini, baik masukan R (lihat pengujian
terhadap kendala pertama) maupun masukan S (lihat pengujian terhadap ken-
dala kedua) semuanya terpakai habis, tidak ada yang tersisa. Berdasarkan
pengujian terhadap kendald-kendala ini terbukti bahwa kombinasi produksi
16 A dan 18 B adalah laik. . . :

Pengujian terhadap optimalitas : RN

K(0,300 — z = 5000(0) + 6000 (30) = 180.000
L (16, 18) — z = 5000.(16) + 6000 (18) = 188.000
M(Q25, 0) — z = 5000(25) + 6000( 0) = 125.000 ) <

Titik O (0, 0) tak perlu diuji karena jelas z = 0. Sedangkan titik J dan N
juga tidak perlu dinji karena di luar area laik. Berdasarkan pengujian op-
timalitas ini terbukti bahwa titik L, kombinasi produksi 16 4 dan 18 B, adalah
yang terbaik.

L

Kasus 80

‘
y

Sebuah’ perusahaan memprodukSI dua macam ‘barang, X dan X,, masing-
masing menggunakan tiga macam bahan yaitu M, M, dan M Setiap unit X,

" memerlukan 3 unit M,, 4 unit M, dan 2 unit M,. Sedangkan tiap unit X, mem-

butuhkan 2 unit M, 1 unit M, dan 8 unit M, Blaya total untuk membuat X,dan
X, masing-masing Rp 2 ribu dan Rp 3 ribu per unit. Setiap harinya perusahaan
dapat menggunakan setidak-tidaknya 60 unit M,, 40 unit M, dan 80 unit M, un-

. tuk diproses menjadi barang-barang yang dihasilkannya. Berapa unit masing-

masing barang sebaiknya dibuat agar blaya total harian optimal ?

Minimumkan z = 2000 x, + 3000 X

2 -
terhadap kendala M, : 3 X +2x,2 60
lcendala.!\/[2 A4 x+ x> 40
kendalad, : 2.x, + 8 x,2> 80 .

X’>O

Area laiknya adalah bidang terbuka 4CFI. Sudut terjauh vang dapat ditarik-
oleh garis tujuan adalah titik F (16, 6), perpotongan antara kendala M, dan
kendala M,. .

Jadi, I
16 unit :
6 unit

X,
XZ
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Gambar 14—4

Biaya total minimum per hari, dengan memproduksi 16 X,, dan 6 X adalah
Rp 50 ribu (sebagai perbandingan : pada A, z = 120 ribuy; pada C, z = 80ribu;
sedangkan di titik 1, z = 80 ribu).

. Kasus 81

PT "’Double-X’’ memproduksi dua macam barang, X, dan X, masing-
masing mendatangkan profit 25 ribu dan 15 ruplah per unit, Produk X, dibuat
dari campuran masukan-masukan X, L dan M. Sedangkan X, hanya dibuat
dari campuran K dan L. Tiap unit X, terdiri atas 3 X, 2 L dan 3 M, sementara
tiap unit X, hanya terdiri atas 3 umt K dan 4 unit L. Jumlah masukan yarg
tersedia untuk diolah masing-masing tidak melebihi 24 unit K, 20 unit L dan
21 unit M per menit. Berapa unit masing:masing barang harus d1hasnlkan per
menit agar profit optimal ?
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Maksimumkan 2=25x + 15x,
terhadap (I) 2 3x, +3x,€ 24 {masukan K)
(1II) $2x, +4x,< 20 (masukan L)
(I1I) P 3x, < 21 (masukan M)
x,x, 20
X

I

\ RG H = x,
0 6% 7 \8 10
\ \

Gambar 14—5

Area _ laiknya adalah bidang OBCEF. Penyelesaian optimal pada titik
E (7, 1) dengan z = 190.

Jadi, dengan memproduksi 7.X, dan 1.X, per menit diperoleh profit maksimum
190 rupiah.

-

Jumlah masukan yang terpakai :

3x, +3x,=3(7) + 3(1) = 24
2x, +4x, = 27) + 41) = 18

K
L
M = 3x = 3(7) = 21
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Semua masukan K dan L yang tersedia habis terpakai, sedangkan untuk
masukan L terdapat sisa yang tidak terpakai sebanyak 20 — 18 = 2-unit.

Catatan tentang metoda grafik

1. Metoda grafik terbatas pemakaiannya hanya untuk masalah dengan dua
variabel keputusan.

2. Metoda ini dapat pula diselesaikan tanpa menggambarkan garis dari fungsi
tujuannya, yakni dengan card langsung menguji optimalitas dari titik-titik
sudut yang terdapat pada area laik. [Dalam Kasus 81 (PT *’Double- X'’} ini
berarti menguji optimalitas titik-titik B, C, E dan F].

3. Dalam hal lereng fungsi tujuan sama dengan lereng salah satu kendala yang
membentuk area laik, maka akan terdapat lebih dari dua titik optimum.

4. Kendala yang melalui titik penyelesaian optimal disebut kendala mengikat
(binding. constraint), sedangkan yang tidak melalui titik optimum disebut
kendala tidak mengikat (non-binding ' constraint). Dalam kasus PT
“Double-X’’ di atas, kendala [ dan III merupakan kendala-kendala yang

~mengikat karena melalui titik optimum £, sedangkan kendala II
merupakan kendala yang tidak mengikat.

14.4 METODA ALJABAR

Metoda aljabar dilakukan melalui penyelidikan optimalitas secara ber-
tahap sampai diperoleh penyelesaian yang optimal. Pada setiap tahap
penyelesaian dilakukan pengujian mengenai kelaikan (feasibility) penyelesaian
yang bersangkutan, dan penyidikan (detection) mengenai kemungkinan per-
baikan optimalitas untuk tahap penyelesaian berikutnya. (Pekerjaan ini mirip
dengan penyelidikan optimalitas sudut-sudut area laik yang terdapat di dalam
metoda grafik). :

Sebelum penyelesaian tahap pertama dimulai, periu dilakukan standarisasi
rumusan model, yakni mengubah kendala-kendala yang masih berbentuk per-
tidaksamaan menjadi berbentuk persamaan. Caranya ialah dengan memasuk-
kan unsur variabel semu pada ruas kiri fungsi kendala. Untuk fungsi kendala
yang bertanda < , dilakukan penambahan *’variabel senjang’ (slack variable).
Sedangkan untuk fungsi kendala bertanda 2>, dilakukan pengurangan
"*variabel surplus’’ (surplus variable).

Contoh :

2x, + 5x,< 40 menjadi  2x, + 5x, + 5 = 40
2x, + Sx,> 40 menjadi = 2x, + 5x,— s =40
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Penyelesaian metoda aljabar diawali dengan me-nol-kan sémua variabel

keputusan, ini merupakan penyelesaian tahap pertama. Kemudian dilanjutkan
dengan penyelesaian tahap-tahap berikutnya, dengan mempertimbangkan
kelaikan dan optimalitasnya. Pekerjaan dikatakan selesai (penyelesaian diang-
gap optimal) apabila pada suatu tahap penyelesaian tertentu tidak terdapat lagi
kemungkinan perbaikan optimalitas. Secara umum langkah:langkah
penyelesaian dengan metoda aljabar, setelah model permasalahannya
dirumuskan, adalah sebagai berikut :

1.
2.

r

Lakukan standarisasi rumusan model.

Kerjakan penyelesalan tahap pertama dengan me-nol-kan semua variabel
keputusan. :
Berdasarkan koefisien-koefisien variabel keputusan yang terdapat pada
fungsi tujuan, tentukan salah satu variabel dengan optimalitas *’terbaik®’
(sesuai dengan masalahnya : maksimisasi atau minimisasf).

Kerjakan penyelesaian téhap berikutnya berdasarkan keldikan variabel
pilihan tadi, yakni selidiki optimalitas fungsi tujuan dan sidik apakah masih
terdapat kemungkinan perbaikan optimalitas. (Terdapat atau tidaknya
kemungkinan perbaikan optimalitas akan terlibat dari persamaan fungsi tu-

juan baru yang terbentuk pada tahap ini).

. Jika sudah tidak terdapat kemungkinan perbaikan optimalitas berarti

pekerjaan selesai, penyelesaian optimal tercapai. Jika masih terdapat
kemungkinan perbaikan, ulangi langkah ke- 3 dan ke-4 terus menerus sam-
pai diperoleh penyelesaian optlmal

Kasus 82

Andaikan masalah yang dihadapi oleh PT "’ Double-X* dalam Kasus 81 di

depan, yakni ;

sekarang Kkita selesaikan dengan metoda aljabar.

-Maksimumkan z = 25x, + 15x,

terhadap I, +3, 24 ..., (kendala masukan KX)
2, +4x, €20 ... (kendala masukan L)
3x, 21 ..., (kendala masukan Af)
X, % =0

Standarisasi model

Maksimumkan z = 25x, + 15 x, D
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» terhadap 3x. + 3x, + § =24 atau s’ =24 =3, —3x. - (1)
Lo 2x, +.4x, + 5, = 20 atauy s, = 20 — 2x, — 4x2 CIn .
Ix, + 5, =21 atau. s, =21 — 3x . (IV)
$u ke S5 2 0

Penyelesaian t&hap pertama : X, =0, X, =0

Karenax, = 0 } maka berdasarkan (1), (II), (III) dan (fV) :
x,=0 z=0, s, =24, 5,=20 dan 5, = 2L

Menurut persamaan fungsi tujuan [persamaan (I)], setiap unit X, men-
datangkan profit 25 sedangkan setiap unit X, hanya mendatangkan profit 15.
Berarti untuk penyelesaian tahap berikut sebaiknya terlebih dahulu
"’diproduksi’’ barang X,, sementara X, tetap dipertahankan nol. Jumlah X,
yang sebalknya dlproduk51 dinsahakan scoptlmal mungkm yakm ‘jumlah ter- -
banyak namun telap dalam batas—batas kelalkan

Jlka x, = ("dan semua masukan K L serta M terpakal habls (dengan
perkataan lam 5 =85 =85 = 0), maka . .

‘menurut (II) - x = 24/3 — taklaik
menurut (III) : x, = 20/2 = 10 — taklaik .
-menurut (IV). : x, =21/3-= 7. - taklaik -

x =8 dan x, =10 txdak laik karena jumilah masukan M yang dimiliki
tidak mencukup1 Perhatlkan persamaan (IV); jika x, = 8 berarti dibutuhkan
3(8) = 24 unit masukan M, padahal persediaannya tldak meleblhl 21 unit. Jadi,
jumlah x, yang optimal (terbanyak dan. lalk) untuk dlanahsls pada tahap

’ penyelesalan berlkutnya adalah 7 umt :

Penyelesaian tahap kedua : x, = 7 -x1 = 0
Karena x, = 7danx, = 0 maka berdasarkan
(I) z= 25(7) + 15(0) =175 _ ) .
(In : 5, =24 —-3(7—3(0) =3 - . A Coe
am : s, = 20—2(7) — 40) = Coy
avy: s, =21—-3N =10, . .
Pada tahap ini perlu dilakukan penyesuaian terhadap persamaan fungsi tujuan,
- yakni dengan mensubstntumkan X, dan persamaan (IV)
Menurut (Iv): 3x + $ = 2] ‘
berarti - =2—s > ox =7 :—'% s3 S . V)
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Mengapa persamaan (IV). harus. diubah dalam satuan variabel :keputusan ?
Karena pada tahap .ini variabel semunya (s,) sama dengan nol ! Mengapa
perubahan tersebut dinyatakan dalam satuan variabel X, 7 Karena pada tahap

" ini x; merupakan variabel keputusan yang dianalisis !.

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan persamaan (V) ke dalam persa-
maan fungsi tujuan yang asli (0, dlperoleh persamaan fung31 tu1uan baru

z = 25x, + 15x, M

_,z=,25(7—_s,‘)_¥ 15%, . .
. 3 - :
7=175— é s, + 15x%, . o L o (VD)
A

Dari persamaan fungsi tujuan yang 'baru ini terlitiat, bahwa optlmahtas bisa

‘diperbaiki’ dengan memproduksn (memulai atau menambah) barang X yang

setiap unitnya akan mendatangkan profit 15. Sedangkan ]umlah barang X,
pada tahap penyelesaian berikutnya tidak.berubah (tétap x, = 7) sebab di
dalam fungsi tujuan yang baru ini:tidak tercantum lagi varlabel 'X,. Koefisien

T =25/3. pada vanabel S, mencerminkan bahwa’ jika s, bertambah satu unit

(masukan M yang ndak digunakan bertambah satu unit), maka profit

. ‘berkurang’ sebesar.25/3. Jelas kita tidak akan melakukan hal ini sebab justru

akan mcmperburuk opumalltas Sebisa-bisanya.justru semua variabel semu di

- .sml‘dlusahakan nol, yang beraru tidak ada masukan tersisa.

Uralan di ‘atas menylmpulkan bahwa pada tahap penyelesalan berxkumya
harus '*diproduksi’’’ barang X, (harus x, #0), sedangkan Jumlah X, harus
dipertahankan 7 unit. Masalahnya berapa unit X, yang optimal untuk
diproduksi ? Kembali kita perlu melakukan anahsls sepertl pada tahap per-
tama.

Jika x, = 7 dan semua masukan terpakal habxs (.s' = s = s = 0), maka
menurut (II) : x5=33=1 - Jaik’
menurut (IIf) : x, =6/4=15 — ‘taklaik ‘
menurut (IV) : x, tidak dapat dmyatakan Jkarena persamaan ini tidak
K mengandung variabel x,, - '

X, = 15 tldak 1a1k sebab (bersama—sama dengan x. =.7) berarti
dibutuhkan masukan K sejumlah 25,5 unit [uji persamaan’ (II) !], padahal.
hanya tersedia 24 unit. Dengan demikian kombma51 jumlah optimal yang harus
dianalisis berikutnya adalah x, = 7dan x, =

Penyelesaian tahap ke‘tiga 2 =T,x =1
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Berdasarkanx; = 7 |  maka menurut (I), (II), (III) dan (IV) :
x =1 z = 190, 5 =0 5=2 dan 5 =0

Karena penyertaan x, dalam analisis menyebabkans = (, maka persamaan (II)
yang mengandung s periu diubah ke dalam satuan x, untuk Kemudian —
bersama-sama dengan persamaan (IV) yang telah diubah menjadi (V) —
disubstitusikan ke dalam fungsi tujuan yang asli, guna mengetahui
kemungkinan perbaikan optimalitas lebih lanjut.

Menurut (Il : 3x, + 3x, + 5, = 24
3%, = 24— 35 —5, = X =8B—x — s (VID)
, 3

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan (V) dan (VII) ke dalam fungsi tu-
juan yang asli (I}, diperoleh sebuah fungsi tujuan yang baru lagi.

z 25x, + 15x, ’ (1

357—Lsy+15@8—x—Ls)
3 3

e e T O ——— —--.‘

175 — 23 5, + 120 — 15x — S5 . M? Hr'{ pER?EﬁSTRﬂAAN‘
3 FAKULTAS EKONOLY |

"UNIVERSITAS ISLAM INDONESIA®
;, YOGYAKARTA

4
N

295—55— 2 5 —150—L5)
3 3

TN

295 — 55, — 2 5 105 + 55,
3

~z=190—55 — 0 ‘ (VIID)
3 ‘

Di sini terlihat tidak ada lagi variabel positif x, dan x,, berarti sudah tidak
dimungkinkan lagi perbaikan optimalitas melalui penambahan x, dan x,.
Karena tidak terdapat lagi kemungkinan perbaikan optimalitas, berarti X, dan
x, yang dicapai pada tahap ini sudah optimal. Jadi, optimalitas tercapai pada
x, = Tdanx, = 1, dengan z = 190.

" Perhatikan kembali persamaan (VI11). Di situ terlihat s, dan s, berkoefisien
negatif, berarti penambahan setiap unit s, atau s, akan mengurangi optimalitas.
Ini mengisyaratkan bahwa kita harus mempertahankan s, = 0 dan s, = 0.
Apabila x, = 7 dan x, = ] tadi dimasukkan ke dalam persamaan-persamaan
yang mengandung s, dan s, yakni (II) dan (IV), akan terbukti bahwa memang

= 0 dan s, = 0. Selanjutnya, ketidakhadiran variabel s, (yang mencer-
mmkan sisa masukan L) di dalam persamaan z optimal di atas menandakan
bahwa pada tahap penyelesaian optimal ini s, #0. Berarti terdapat sisa masukan
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L yang tidak terpakai. Jika hasil x, = 7 dan x, = 1 dimasukkan ke dalam persa-
maan(Ill) yang mengandung s,, terbukti bahwa s, = 2. Dengan perkataan lain,
terdapat 2 unit.L yang tidak terpakai pada tingkat produksi optimal ini.

" Hasil-hasil perhitu'ngz‘u"a= secara aljabar ini terbukti konsisten dengan hasil
perhltungan secara grafik sebelumnya. Hasil-hasil inipun konsisten pula
dengan hasil perhltungan secara simplex, yang akan ditemui di'dalam sub-bab
benkut

Catatan tentang metoda &Ijabar

Secara teoretik, metoda aljabar lebih bermanfaat dibandingkan dengan
metoda grafik, karena dapat digunakan untuk penyelesaian masalah dengan
jumlah variabel keputusan berapapun. Sayangnya, rangkaian penyelesaiannya
cukup panjang sehingga bisa membingungkan atau bahkan menjemukan. Un-
tuk menyelesalkan masalah dengan dua variabel keputusan, jelas metoda grafik -
lebih praktis daripada metoda aljabar. Ketidakpraktisannya menyebabkan
metoda ini kurang begitu populer. Oleh karenanya banyak buku-teks yang
memuat materi programasi linear tidak mencantumkan metoda ini dalam
bahasannya. Untuk menyelesaikan masalah dengan lebih dari dua variabel
keputusan, orang lebih cenderung menggunakan metoda simplex karena lebih
praktis. Akan tetapi patut dicatat bahwa metoda simplex sesungguhnya ber-
sumber dari metoda ini, dan banyak paket programasi linear pada komputer
justru diprogram berdasarkan prinsip-prinsip metoda aljabar, meskipun
keluaran (output)-nya disajikan dalam bentuk tabulasi simplex.

14.5 METODA SIMPLEX

Metoda simplex dikerjakan secara sistematik bermula dari suatu
penyelesaian dasar yang laik (feasible basic solution) ke penyelesaian dasar
yang laik berikutnya. Hal ini dilakukan berulang-ulang (iterative, algorithmic)
hingga akhirnya ditemukan penyelesaian yang optimal. Dalam pengerjaan
secara simplex ini peranan matriks berikut kaidah-kaidahnya sangat berarti.

Seperti halnya déngan metoda aljabar, di sinipun terlebih dahulu harus
dilakukan standarisasi rumusan model, sebelum tahap penyelesaian awal diker-
jakan. Fungsi-fungsi kendala yang masih berbentuk pertidaksamaan harus

"YPerkataan ’simplex’’ merupakan akronim dari "’simple linear example”. Karena
merupakan akronim, dalam buku ini kata **simplex”’ tetap dicja sebagaimana aslinya. Berbeda
dengan "’matrix’* yang dieja-indonesiakan menjadi **matriks’’, sebab ""matrix"’ merupakan kata

dasar asli.
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2. Kolom z

Kolom ini sebenarnya hanya berfungsi sebagai **pelengkap’’ isinya selalu
sama (1,0, 0, ..... , 0) sejak penyelesaian awal hingga penyelesaian akhir,
karenanya boleh tidak dicantumkan di dalam tablo. '

3. Kolom-kolom Variabel

Kolom ini berisi koefisien-koefisien dari masing-masing variabel dalam
persamaan yang bersesuaian; yakni a, untuk vatiabel-variabel asli x; dan 0 atau
1 untuk variabel-variabel semu s, untuk tablo pertama (penyelesaian awal).

4. Kolom §

Kolom S (*’solution’’) ini berisi nilai-niai ruas kanan dari persamaan-
persamaan implisit yang terdapat di dalam model, baik persamaan fungsi tu-
juan maupun persamaan-persamaan fungsi kendala. Angka-angka yang ter-
cantum di kolom S ini mencerminkan nilai z dan nilai-nilai variabel dasar pada
tahap penyelesaian yang bersangkutan,

Langkah-langkah Pengerjaan

v

[ -,

Langkah-langkah pengerjaan programasi linear secara simplex dengan
tablo berkolom variabel dasar ‘adalah sebagai berikut :

N

1. Rumuskan dan standarisasikan modelnya,

2. Bentuk tablo pertama dengan menetapkan semua variabel semu sebagai
variabel dasar (semua variabel asli sebagai variabel adasar).

3. Tentukan satu "variabel pendatang” (entering variable} di antara variabel-
variabel adasar yang ada, untuk dijadikan variabel dasar dalam tablo
berikutnya. Variabel pendatang ialah variabel adasar yang nildinya pada
baris-z paling negatif dalam kasus maksimisasi, atau paling positif dalam
kasus minimisasi. ’ '

4. Tentukan satu "’variabel perantan’’ (leaving variable) di antara variabel-
variabel dasar yang ada, untuk menjadi variabel adasar dalam tablo berikut-
nya. Variabel perantau ialah variabel dasar yang memiliki *’rasio solusi”
dengan nilai positif terkecil.

Kolom yang mengandung variabel pendatang dinamakan kolom kunci, sedangikan
baris yang mengandung variabel perantau dinamakan baris kunci, Unsur di dalam
‘tablo yang merupakan perpotongan antara baris kunci dan *kolom  funci
dinamakan unsur kunci. Rasio solusi adalah hasilbagi konstanta pada kolom S
terhadap unsur sebaris pada kolom kunci. Dalam menentukan variabel perantau
atau baris kunci, abaikan rasio solusi yang bernilai nol dan negatif, baik untuk
kasus maksimisasi maupun minimisasi. ‘
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5. Bentuk tablo berikutnya dengan memasukkan variabel pendatang ke kolom
VD dan mengeluarkan variabel perantau dari kolom VD, -serta lakukan
transformasi baris-baris tablo, termasuk baris-z.

Transformasi baris kunci, yang sekarang bervariabel dasar baru, dilakukan
sebagai berikut :

baris kunci baru = baris kunci lama : unsur kunci -
Sedangkan transformasi baris-baris lainnya :

baris baru = baris lama — (unsur pada kolom kuncinya % baris kunci baru)

6. Lakukan pengujian optimalitas. Jika semua koefisien variabel adasar pada

baris-z sudah- tidak ada lagi yang negatif (untuk kasus maksimisasi; atau
sudah tidak ada lagi yang positif, untuk kasus minimisasi), berarti
penyelesaian sudah optimal, tidak perlu dibentuk tablo selanjutnya. Jika
masih, berarti penyelesaian belum optimal, ulangi lagi langkah ke-3 sampai
ke-6 ! :

Kasus 83 Mﬁ:\)m‘ ;V\.I
Sekarang, marilah kita coba metoda ini untuk menyelesaikan masalah
yang dihadapi oleh PT >’Double-X"’, yakni :

Maksimumkanz = 25x, + 15x,

terhadap 3x, + 3x, €24 ......... {kendala masukan K)
' 2%, +4x, €20 ..., (kendala masukan L)
3x, <21 ... {kendala masukan M)

X, X2 2 0

Model standarnya :

Maksimumkan z—25x;, —15x; =0

terhadap 3x, + 3x; + 5 =24
le + 4x: + 52 = 20
ix, + 5 = 21_

X1y X2y S14 52, 53 ? 0

Model yang sudah standar ini bisa langsung diterjemahkan menjadi tablo per-
tama, dengan menempatkan variabel-variabel semu (dalam hal ini variabel sen-
jang atau slack variable) s, dan s, serta s, sebagai variabel-variabel dasar.
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Tablo I..

vD F4 X X3 51 5 5 S

z 1 —25 —15 0 0 0 0
persamaan — 2
53 0 3 3 1 0 0 24 | persamaan — s,
5 0 2 4 0 | 0 20 | persamaan — s,
5 0 3 0 0 0 1 21 | persamaan — s,

Pada tahap ini x; dan x; merupakan.variabel-variabel adasar, sebab tidak
tercantum pada kolom VD. Langkah kita yang berikut ialah menentukan
variabel pendatang dan variabel perantau, agar dapat membentuk tablo
berikutnya. Dalam kasus (maksimisasi) ini, variabel pendatangnya adalah x,
karena nilainya pada baris — z paling negatif. Konsekuensinya, kolom x,
merupakan kolom kunci. Dari sini bisa dihitung rasio solusi untuk masing-
masing variabel dasar. Rasio solusi untuk s, adalah 24/3 = 8, untuk s, adalah
20/2 = 10, sedangkan untuk s, adalah 21/3 = 7. Karena rasio solusinya paling
kecil maka s, merupakan variabel perantau dan, konsekuensinya, barisnya
merupakan baris kunci. Dengan dapat ditentukannya baris kunci dan kolom
kunci, maka unsur kunci bisa ditetapkan. Jadi,

pendatang
Tablo I T paling negatif . (diutangi)
vD 4 XII X3 5 ) $ S
] [y
z 1 :— 25y — 15 0 0 0 0
1 - -
I .
8 0 | 3 : 3 1 0 0 24 \rs.= 8
52 0 : 2 0 1 0 20 | rs. =10
e b ___ ——
i B = { .
53 0 13 0 0 0 1 21, [ rs. = 7 terkecil
L e N e -
perantau unsur kunci

H
1

Transformasi baris kunci (x, menggantikan ;). )
2

x 0/3 3/3 0/3 _0/3 0/3 1/3 21/3 N

X3 0 1 0 0 0 | 1731 7
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Transformasi baris-s,

-

L

Transformasi baris-s,

1 —(-299 0 =1 0—@3) 0 0 0—(@2) 0
25 —(-25) 1 =0 3 —(B 1 = 0 2—(2) 1
15— (-25 0 =-15 3I—() 0 = 3 4—(2) 0

0—(¢250 =0 1— (3 0 = 1 0—(2) 0

0—(25 0 =10 0—((3) 0 = 0 1—(2) 0

0—(-25(1/3) = 25/3 0—(3)(1/3) = -1 0—(2)(1/3)

0—(-25 7 =175 24— (37 =13 20— (2)7
Tablo II. unsur kunci

VD z b R A, 5 S S

"

F4 1 0 [-15 Y 0 0 25/3 175

Y s A .
s, 0 o | 3"#1 1 0 - ﬂ r.s.

R R A __!__ 4= === === _

A 0 o [ 4 | 1 -2/3 6 r.s.
X, 0 1 L_OJI 0 0 173 7 |rs.

| I [
C"ﬂ\:-—-o.&-oc’
L)

[

o

1,5

Sekarang variabel-variabel adasarnya ialah x; dan s;. Karena di antara
variabel-variabel adasar ini masih ada yang koefisien pada baris-z-nya bernilai
negatif (ingat kasusnya adalah maksimisasi), berarti penyelesaian belum op-
timal. Harus dibentuk tablo berikutnya. Sebagaimana dapat dilihat di dalam
Tablo II di atas, x, merupakan variabel pendatang dan s, merupakan variabel

-perantau; kolom dan baris yang bersangkutan merupakan kolom kunci dan
baris kunci, dengan unsur kunci bernilai 3. Sekali lagi, sebelum tablo dibentuk
terlebih dahulu harus dilakukan transformasi baris, Dalam hal ini transformasi
baris-barisnya adalah sebagai berikut,

Transformasi baris kunci (x. menggantikan s,) :

x, 0/3

0/3 3/3 1/3. 0/3

-1/3  3/3

X2

0 0 1 173 { O

-1/3
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Transformasi-baris-z Transformasi baris-s, Transformasi baris-x,
] — (180 =1 0—(40 = 0 0— (@O0 =0
0 —(i1550 =0 0—®H0 = 0 1—@o =1
-15 — (-15) 1 =0 4—(4)1 = 0 - 00— 1 =0
0 —(19H1/3 =35 0—®H1/3 =44/ 0—(®m1/3 =20
0 —(-150 =0 1—{40 =1 0—(OO0 =0
25/3 — (-15) (-1/3) = 10/3 2/3 —(4) (-1/3) = 2/3 173 —(0) (-1/3) = 1/3
175 — (-18) 1~ = 190 6 — (41 = 2 7—(1 7
Tablo III.
VD F4 X X; . 5 5 ) S

z 1 0 0 5 0 10/3 | 190

X 0 0 1 173 0 -1/3 1
5 0 0 0 43 1 23 2
X 0 1 0 0 o /3] -7

Variabel-varibel dasarnya sekarang (lihat kelom VD) adalah x, , x; dans;.
Sedangkan variabel-variabel adasarnya ialah s, dar s,. Karena koefisien-
koefisien variabel adasar pada baris -z sudah tidak ada lagi yang negatif, berarti
optimalitas sudah dicapai pada tahap penyelesaian ketiga ini. Tablo III yang
merupakan tablo terakhir disebut tablo optimal. )

_ Y gak  ylah SiBica
Penafsiran Tablo Optimal \ .

Kesimpulan yang dihasilkan--pada penyelesaian tahap terakhir dapat
dibaca langsung dari tablo optimal. Baris-baris yang bersesuaian pada kolom
VD dan kolom S menunjukkan z = 190, x;, = 1,s; = 2danx, = 7. Berarti
optimalitas dicapai pada kombinasi produksi 7 unit X; dan 1 unit X;, dengan
profit maksimum 190; dan terdapat sisa masukan L yang tidak terpakai (dilam-
bangkan oleh s,, variabel senjang pada fungsi kendala L) sebanyak 2 unit.
Dalam tablo optimal ini s, dan s, tidak tercantum di kolom VD, mencer-
minkan bahwa pada penyelesaian optimal semua masukan yang dilambangkan-
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nya (yaitu K dan M) terpakai habis, tidak ada yang tersisa. Hasil-hasil ini
konsisten dengan hasil-hasil yang diperoleh melalui metoda grafik dan metoda
aljabar sebelumnya.

Variabel semua yang tidak tercantum di kolom VD dalam tablo optimal
mengandung arti bahwa masukan yang diwakilinya merupakan "sumberdaya
langka” (scarce resource), Dalam kasus ini masukan-masukan X dan M
merupakan sumberdaya langka, mengingat s, dan s, tidak tercantum di kolom
VD. Sedangkan variabel semu yang tercantum di kolom VD, dan nilainya di
kolom S bukan nol, mengandung arti bahwa masukan yang diwakili nya
merupakan “sumberdaya berlebih” (abundant resource). Dalam kasus ini
sumberdaya yang berlebih ialah masukan L, mengingat s, tercantum di kolom
VD dan nilainya di kolom S tidak sama dengan nol. (Ingat bahwa semua
masukan K dan M terpakai habis, sedangkan masukan L ada yang tersisa).

Penafsiran lain lagi yang dapat dilakukan melalui tablo optimal ialah
mengenai nilaj dual (dua! value). Koefisien kolom variabel semu pada baris z
mencerminkan nilai dual dari kendala yang diwakilinya. Dalam kasus ini koefi-
sien kolom-kolom s,, s; dan s, pada baris -z masing-masing 5, 0 dan 10/3.
Berarti nilai dual kendala pertama (masukan K), kendala kedua (masukan L)
dan kendala ketiga {masukan M)} masing-masing adalah 5, 0 dan 10/3.

14.5.2 Simplex dengan Tablo Berbaris ¢, — z;

Berbeda dengan metoda simplex yang menggunakan model tablo
berkolom variabel dasar, metoda simplex dengan tablo jenis ini tidak
memerfukan peng-implisit-an persamaan fungsi tujuan. Secara umum,
rumusan model yang standar untuk metoda simplex dengan tablo berbaris
¢; — z; adalah :

Optimumkan z'=¢x; + X3 + ...... + €. X
terhadap
a, X, +a, %+ ..... 44 x 35 = b,
" = bz

a, X, + @, X, + ..... + a, X * s,

a, % + a,.x+ ..... +a,x + 5 = b

M1
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Bentuk tablonya :

Pro- Tuiuan | & (A R c, 0 0 ]..... 0 | Kuan-
gram ) N ) titas
x, X [..... X, S, 5 [eeres LA

5, 0 a, | a, |..... a, | 1 0|..... 0 b,

s, 0 @ | & [..... a |0 1 |..... 0 b,

s, 0 a, | a,|..... a, {0 0]..... 1 b,

z
¢, — g
;__w N v s
matriks utama matriks satuan
I x n

Keterangan :

1. Kolom Program

Kolom ini berisi vanabel-vanabel s, dan/atau x, Gg=1, 2 ..... , 1) yang
menentukan kesimpulan penyelesalan Pada penyelosalan tahap awal atau
dalam tablo pertama, kolom ini berisi sémua variabel semu. Pada tahap-tahap
berikutnya akan terjadi pergantian variabel-variabel yang mengisi kolom ini,
tergantung pada kesimpulan analisis penyelesaiannya. [Kolom Program dalam
tablo model ini identik dengan Kolom VD dalam tablo model sebelumnya].

2. Kolom Tujuan

Kolom ini berisi koefisien variabel-variabel di dalam fungsi tujuan, sesuai
dengan yang tercantum di kolom Program. Pada penyelesaian awal, karena
kolom Program berisi variabel-variabel semu — padahal koefisien-koefisien
variabel semu di dalam fungsi tujuan adalah 0 — maka kolom ini berisi
bilangan-bilangan nol. . N

N\
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3. Kolom-kolom Variabel

Kolom-kolom ini berisi koefisien-koefisien dari setiap variabel yang ter-
dapat di dalam model. Koefisien-koefisien yang terdapat di dalam fungsi tu-
juan (yaitu ¢; sampai c, untuk x, sampai x, , dan 0 untuk semua s;) diletakkan
di sebelah atas. Sedangkan koefisien-koefisien yang terdapat di dalam fungsi-
fungsi kendala (yaitu a, untuk x,, dan 0 atau 1 untuk s, ) diletakkan di sebelah’
bawah. Dalam tablo pertama,. kolom-kolom variabel asli x, membentuk
matriks A, , ,, sedangkan kolom-kolom variabel semu s, membentuk matriks

m

‘satuan [ _,.

4. Kolom Kuantitas

Kolom ini mencerminkan kuantitas masing-masing variabel yang tercan-
tum di kolom Program pada tahap penyelesaian yang bersangkutan. Pada
penyelesaian tahap pertama karena x =0 {untuk setiap /), kolom ini berisi
konstanta-konstanta & (i = 1, 2, ..... , m ) yang terdapat di ruas kanan
persamaan-persamaan kendala. [Kolom Kuantitas dalam tablo model ini iden-
tik dengan Kolom S dalam tablo model sebelumnyal.

3. Baris—zj.

Baris ini berisi jumlah hasilkali unsur-unsur pada kolom tujuan dengan
unsur-unsur pada kolom yang bersesuaian.

6. Baris G—z

Baris ini ‘merupakan indikator optimalitas penyelesaian, berisi selisih an-
tara ¢, dan z,. Untuk masalah maksimisasi, penyelesaian dinyatakan optimal
jika sudah tidak ada lagi unsur bertanda positif pada baris ¢, — z, ini. Untuk
masalah minimisasi, penyelesaian dinyatakan optimal apabila sudah tidak ter-
dapat lagi unsuy bertanda negatif pada baris ini. [Bandingkan dengan indikator
optimalitas dalarh metoda simplex yang menggunakan model tablo berkolom
variabel dasar !].

Langkah-langkah Pengerjaan

Langkah-langkah pengerjaan programasi linear secara simplex dengan
tablo berbaris ¢, — z, adalah sebagai berikut :

1. Rumuskan dan standarisasikan modelnya.

2. Bentuk tablo pertama berdasarkan keterangan-keterangan di atas.

3. Tentukan kolom kunci di antara kolom-kolom variabel yang ada, yaitu
kolom yang mengandung nilai (¢; — z) paling positif untuk kasus
maksimisasi, atau mengandung nilai (¢, — z) paling negatif jika kasusnya
minimisasi.
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4. Tentukan baris kunci di antara baris-baris variabel yang ada, yaitu baris
_yang memiliki “rasio kuantitas” dengan nilai positif terkecil, baik untuk
masalah maksimisasi maupun minimisasi.

Variabel yang terdapat pada kolom kunci dinamakan variabel pendatang,
sedangkan variabel yang terdapat pada baris kunci dinamalkan variabel peranlau.
Variabel pendatang akan menggantikan variabel peraniau dalam tablo berikutnya.
Unsur di dalam tablo yang merupakan perpotongan antara baris kunci dan kolom
kunci dinamakan unsur kunci. Rasio kuantitas adalah hasilbagi konstanta pada
kolom Kuantitas terhadap unsur sebaris pada kolom kunci. Dalam menentukan
baris kunci atau variabel perantau, abaikan rasio kuantitas Yyang bernilai nol dan
negatif. -

5. Bentuk tablo berikutnya dengah memasukkan variabel pendatang ke kolom
Program dan mengeluarkan variabel perantau dari kolom tersebut, serta
lakukan transformasi baris-baris variabel.

Transformasi baris kunci, yang sekarang bervariabel baru, dilakukan sebagai
berikut :

baris kunci baru = baris kunci lama : unsur kunci
Sedangkan transformasi baris-baris lainnya :
baris baru = baris lama — (rasio kunci x baris kunci lama)
Rasio kunci adalah unsur pada kollom kunci dibagi unsur kunci. - [Hati-hati

terhadap istilah "unsur pada kolom kunci” dan “unsur kunci ", keduanya ber-
beda !],

6. Lakukan pengujian optimalitas. Jika semua koefisien pada baris G — 3z
sudah tidak ada lagi yang positif (untuk kasus maksimisasi) atau sudah tidak
ada lagi yang negatif (untuk kasus minimisasi), berarti penyelesaian sudah
optimal. Jika masih, berarti penyelesaian belum optimal, lakukan lagi
langkah ke-3 sampai dengan ke-6 !

Kasus 84

Masalah PT."Double-X” di depan sekarang diselesaikan secara simplex
menggunakan tablo berbaris ¢, — Z;

Model standarnya :
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Maksimumkan z = 25x; + I5x;

terhadap I + In + 5 = 24 (inasukan({)
2x, + 4x; + 5 = 20 (masukan L)
Ix, + 5y = 2] (masukan M)

X, X2, 85,8,5 2 0

Tablo I
Pro- . 25 15 0 0 0 Kuan-
Tujuan
gram
Xy X2 5 $ 53 titas
51 0 3 3 1 0 0 24 r.ks. = 8
5 0 2 4 0 1 0 20 r.ks. = 10
$3 0 3 0 0 0 1 21 r.ks, = 7
Z o] o] o] o] o 0
G — 2| 25 15 0 0 0
“Kolom-x, merupakan kolom kunci karena nilai positif (¢; — z;)-nya

terbesar. Bersamaan dengan ini x, merupakan variabel pendatang. Baris-s,
merupakan baris kunci karena rasio kuantitasnya terkecil, 21/3 = 7. Selanjut-
nya dapat dilihat, unsur kuncinya ialah 3. Dari sini dapat dihitung bahwa rasio
kunci untuk baris-s, adalah 3/3 = 1, sedangkan rasio kunci untuk baris-s,
adalah 2/3. Rasio kunci untuk baris-s, tak perlu dihitung karena merupakan
baris kunci. Dalam tablo kedua, variabel pendatang x, masuk ke kolom Pro-
gram menggantikan variabel perantau s;.

Transformasi Transformasi Transformasi
baris kunci baris-s; baris-s;
3:3=1 i—(h3=20 2—-2/23= 10
0:3=0 I—(Hho=3 4—(2/3) 0= 4
0:3=0 l—(H 0= 1 0—(2/3)) 0= 0
0:3= 0 0—(1) 0= 0 1—(2/3) 0= 1
1:3=1/3 0—() 1 =-1 0—(2/3) 1 =-2/3
21 :3-= 7 24—(NDH21 =3 20-12/3)2l = | 6

Sehingga tablo keduanya adalah (angka 25 pada kolom tujuan merupakan
koefisien variabel x; dalam fungsi tujuan) :
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Tablo II
Pro- . 25 15 0 0 0 Kuan-
Tujuan
gram : titas
X1 X3 5 52 53
5 0 0 3 1 0 -1 3 rk. =1
5 ] 0 4 0 1 -2/3 6 r.ks. = 1,5
X, 25 1 0 0 0 1/3 7 r.ks. = e
Z 23 0 0 0 25/3 175
G—Z 0 15 ] 0 -25/3

Karena pada baris ¢, —— z, masih terdapat unsur positif (ingat : masalahnya
di sini maksimisasi), berarti penyelesaian belum optimal, Kolom kuncinya
sekarang adalah kolom — x, dan variabel x, merupakan variabel pendatang.
Adapun baris kuncinya ialah baris — s, dan variabel s; merupakan variabel
perantau. Berarti dalam tablo berikutnya x, menggantikan s, di kolom Pro-
gram. Unsur kuncinya 3. Sedangkan rasio kunci untuk baris — s, dan baris
— X; masing-masing adalah 4/3 dan 0.

Transformasi baris Transformasi Transformasi
kunci . baris — s, baris — x;,
0:3=0 0 —@/3) 0 =0 1 — (@ 0 =1
3:3=1 4 —(4/73) 3 = 0 0 —(0) 3 =0
1:3=1/3 0 —@/3) 1 = -4/3 0 —@0 1 =0
0:3=0 . e —(@4/73) 0 = 1 0O —( O 0 =0
-1:3=-1/3" 2/3—(4/3)(-1) = 273 173 —(0)(-1) =1/3
3:3=1 2 —{4/3) 3 = 2 7 —(0) 3 =7

[Perhatian : Dalam. mentransformasikan baris, unsur pada kolom tujuan tidak
turut ditransformasikan !j.
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Tablo 111
1 Pro- Tujuan . 25 15 0 0 0 Kuan-
gram - titas
X X3 5 53 53
X 15 0 1 173 0 -1/3 I
5 0 0 0 | -473 1 2/3 2
X 25 1 0 0 0 173 7
Z 25 15 5 0 10/3 190
G — 3 0 0 -5 0 -10/3

Pada penyelesaian tahap ketiga ini terlihat tidak terdapat lagi unsur positif
pada baris ¢, — z,. Berarti penyelesaian sudah optimal, Tablo III merupakan
tablo optimal. Dengan membaca tablo terakhir ini dapat disimpulkan, bahwa
optimalitas tercapai pada kombinasi produksi 7 unit X, dan 1 unit X, dengan
profit maksimum 190, dan tersisa 2 unit masukan L (s2 = 2). Koefisien
baris — z; pada kolom-kolom variabel semu mencerminkan nilai dual (dual
value) dari variabel semu yang bersangkutan. Dalam hal ini nilai dual untuk
variabel-variabel s, , 5, dan s, masing-masing adalah 5, 0 dan 10/3.

Penyelesaian secara simplex dengan model tablo berbaris ¢ — 2, ini ter-
bukti tidak berbeda dengan model tablo berkolom variabel dasar. Dengan
demikian tablo model yang manapun yang kita gunakan untuk menyelesaikan
masalah programasi linear secara simplex, akan membuahkan hasil dan kesim-
pulan serupa.

14.6 VARIABEL BUATAN DANMASALAH [ -
MINIMISASI AT

Dalam membahas metoda simplex, sejauh ini kita baru bekerja dengan
contoh-contoh kasus maksimisasi. Penyelesaian masalah minimisasi dengan
metoda simplex relatif lebih canggih \isophisticated)) daripada penyelesaian
masalah maksimisasi. Sebab di samping menyertakan variabel semu, dalam
masalah minimisasi pada umumnya disertakan pula satu jenis variabel lain lagi
yang disebut variabel buatan. Variabel buatan (artificial variable) ialah suatu
variabel pelengkap yang ditambahkan ke dalam fungsi kendala yang bertanda
2 dan bertanda =. Tujuan penggunaan variabel ini dalam programasi linear,
khususnya dalam masalah minimisasi, adalah untuk merasionalkan proses
penyelesaian. Variabel buatan ini juga perlu disertakan di dalam masalah

maksimisasi apabila di antara fungsi-fungsi kendalanya terdapat kendala ber-
tanda > dan/atan bertanda =.
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Jadi, standarisasi untuk kendala (misalnya) : 3 x, + 4 X; 272 adalah :
3x, +4x;, — s+ r =72 di mana s adalah variabel -semu (daiam hal ini
variabel surplus) dan r adalah variabel buatan. :

Kehadiran variabel buatan di dalam fungsi kendala menyebabkan pula
kehadirannya di dalam fungsi tujuan. Mengingat variabel ini sebenarnya ber-
fungsi hanya sebagai pelengkap, maka untuk menetralisasi pengaruhnya dalam
pengambilan keputusan dipasang ’’koefisien pengganjar’’ terhadapnya di
dalam fungsi tujuan. Koefisien pengganjar (biasanya, dan juga dalam buku ini,
dilambangkan dengan M) adalah suatu bilangan sangat besar yang berfungsi
untuk menetralisasi pengaruh variabel bua}tan di dalam fungsi tujoan.

Jadi, jika misalnya harus diminimumkanz = 10 x, + 12 x; dan salah satu ken-
dalanya adalah3x, + 4x;, > 72, maka standarisési urituk kendala ini adalah
3x, + 4x, — s + r = 72 dan standarisasi untuk fungsi tujuannya adalah :

z2=10x + 12x;, + Mr

Z=10x + 12x, + M(712—3x, —d4x + )
z2=10x + 12x + 2M—3Mx, —4 Mx, + Ms
z—10x, —12x, + 3 Mx, + 4Mx; —Ms = 72 M.

Jika kasusnya maksimisasi, standarisasi fungsi tujuannya adalah :

2=10x + 12x; — Mr . _
2=10x + 12 — M2 —3x, —4x, + 5)
z—10x, —1_2x, —3Mx, —4Mx; + Ms = — T2 M.

Berdasarkan gambaran di atas terlihat betapa kritisnya langkah stan-
darisasi model dalam penyelesaian masalah yang mengandung penyertaan
variabel buatan. Keadaan inilah yang sering dijumpai dalam kasus minimisasi.
Untuk memperoleh gambaran yang lebih utuh tentang penyelesaian masalah
minimisasi dengan metoda simplex, perhatikan.contoh kasus berikut,

Kasus 85

Minimumkanz = 4x, + 3 x;
terhadap C2x 4+ x 2 50
' Xy + 2X1 = 40
5x +F4x 2170
X, x; 2 0.
Karena semua kendala bertanda 2 , maka masing-masing harus dikurangi

dengan variabel surplus s, dan ditambah dengan variabel buatan r,, sehingga
standarisasi kendala-kendalanya adalah :
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Dumario
ZX| + ,{1 —_8& + N = 50 atau ry = 50—2x1 —-— X3 + 5
X, +2x; —s, + » = 40  atau Rn=40— x —2x + 5.

5x, +4x—5; ¥y 170 atau ry IT0—5x, —4x + 5

Sedangkan standarisasi fungsi tujuanhya :

dyeen ¢~ 2= 4x; +3x, +1%Ir\+Mr2 + Mr,
= 4x. + ix, +M(50—2x, —x +85) +M(40——x, —2x; +sz) +
MO170 — Sx, —4x;, + 8) »
= 4% +3x; + SOM—2Mx, —Mx, + Ms, + 40 M — Mx, — 2 Mx,
+ Ms; + 170 M — 5 Mx, —t}Mx, + Ms,
= 4x, —8Mx, +3x; —TMx, +Ms, + Ms; + Ms; + 260 M
=4—8 Mx + B—TMx; + Ms, + Ms;, + Ms, + 260 M.

Andaikan kita akan menggunakan model tablo berkolom variabel dasar
(bukan tablo berbaris ¢; — Z;), berarti persamaan tu_]uan ini harus diimplisitkan
dulu menjadi :

z2— (@4 —8Mx, — (3 —TMxy — Ms, — Ms, — Ms, = 260 M

Dengan demikian, rumusan modelnya setelah distandarisasikan
selengkapnya adalah sebagai berikut : .

Minimumkan 2— @ —8Mx, —(3—7TMx, — Ms, — Ms, — Ms,

= 260 M
terhadap .
2%+ X — s L+ = 50
X +2x —35; +n = 40,
Sx, +4x — 5 +rnn =170

X1y X2, S1, 8,8, N, M, n 2 0

Dengan model yang sudah standar ini tablo pertama bisa langsung diben-
tuk. Guna menentukan variabel-variabel mana yang masuk ke dalam kolom
VD (kolom Variabel Dasar) pada tablo pertama, perhatikan letak susunan
persamaan-persamaan kendalanya. Matriks satuan dibentuk oleh koefisien-
koefisien variabel buatan r,, r; dan ry. Berarti variabel-variabel inilah yang
merupakan variabel dasar dalam tablo pertama.
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‘J—\'aRUS a?em%bok J_w

Tablo I _
0eA
- T Dgkelen Ko
VD | z X \ X; 5 5 5 n n s §
; rasio
z 1 |]-4 +@ S3+IM M M M D ] 0 | -260 Af solusi
= = 5’&@ kancy
(n |o @ i -0 0o 1 0o o @—2 vl
—— ]
" 0 1 2 0 -1 0 0 1 0 40 40
n 0 s 4 -0 0 - 0 0 1 170 34

Ccali post 98 paling gede.

Langkah-langkah berikutnya adalah seperti yang sudah digariskan
sebelumnya : menentukan variabel pendatang (kolom kunci), variabel perantau
(baris kunci), unsur kunci, mentransformasikan baris-baris, membentuk tablo
baru dan menguji optimalitasnya. Perlu dicatat di sini bahwa masalahnya
adalah masalah minimisasi, schingga variabel pendatangnya adalah variabel
adasar yang nilainya pada baris — z paling positif. Indikator optimalitasnya
ialah jika semua koefisien variabel adasar pada baris — z sudah tidak ada lagi
yang'positif.

Untuk tablo pertama ini variabel pendatangnya adalah x, (ingat M adalah
bilangan yang sangat besar). Variabel perantaunya r; karena rasio solusinya,
50/2 = 25, paling kecil. Unsur kuncinya 2. Berarti dalam Tablo II x; masuk ke
kolom VD menggantikan r, . Hasil transformasi baris kunci, yakni baris kunci

_lama dibagi-unsur kunci, adalah :

] 0 't % o 0.0 ¥ 0 0 | 25

Transformasi baris-baris lainnya :

baris baru = baris lama — (unsur pada kolom kuncinya x baris kunci baru).

Transformasi bariz -z Transformasi baris -r,

4+ 8M—(4+8M1 =0 1— (D1 =0

B3+ TM—(4+8M(1/2) = -1 + IM 2—(1)(1/2) = 3/2
— M—(4+8M)(-1/72) = -2 + 3M 0—(1) -1/2) = 1/2
— M—(4+8M)0 = -M -1—()O = .}
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— M—(4+8M0 = .M 0—(1)o =0
0— (-4 + 8M)(1/2) =2 —4M 0—(1)(1/2) = -1/2
0(-4 + 8M) O =0 1— (Do =1
0(-4 + 8M) 0 =0 0—()o =0

260 M — (-4 + BM) 25 = 100+60M 40—(1)25 . = 15
' :e'ngan cara serupa, hasil transformasi baris -r; adalah :
r 0 0 in 5/2 0 -1 -5/2 0 1 45
Dengan demikian tablo keduanya adalah : .
. 4
Tablo II
‘VD 4 Xy X3 5 A 5 n r r S ]
. rasio
z 1 0 -1 +3M24+3M .M M 2—4M 0 0 |[100 + 60M | solusi
x [0 |1 172 ‘2 0 0 1/2 0o .0 25 50
n|lo |o @ 72 1 0 -1/2 1 0 15 10
n |0 |0 3/2 2 0 -l 572 o 1 45 30

Sampai dengan tahap kedua ini penyelesaian belum optimal, karena koefi-
sien variabel adasar pada baris -z masih ada yang bernilai positif (lihat x, dan
s: !). Tablo-tablo selanjutnya berturut-turut adalah sebagai berikut.
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Sudeh

R-Dhﬂffg

Tablo 111, IV dan V

VD |z |& x 5 5 53 r. n L S
2 11 |0 0 -s3+2M 2+ M M S3—3IM 23— M 0 110 + 30M
x 0|1 o .23 113 0 23 .11 0 20
n (0flo o 13 23 0 RERTZY 273 0 10
nloflo o @ -1 -1 -2 -1 1 30
z (1]0 o 0 176 -5/6 M A6 =M 56— M 135
x [0i1 a 0 2/3 13 0 .21 173 30
njofo 0 506 146 0 /6 N3 3
s Jofo o 1 (D an . 172 172 Is
z |t o o -1 0 23 wn—M M 23— M 130
n (0|1 o 473 0 1 43 . 0 1/3 10
| x [0 o 1 573 0 .23 R 0 23 0
s |ofo o 2 | -l 2 1 1 30

Pada penyelesaian tahap kelima ini, variabel-variabel adasarnya — yaitu
S1, 53, Iy, r; dan r; — sudah tidak ada lagi yang bernilai positif di baris-z.
Berarti tahap ini merupakan penyelesaian tahap terakhir dan Tablo V
merupakan tablo optimal. Posisi optimalitasnya ditunjukkan oleh x, = 10 dan
X; = 30, dengan z minimum = 130.

i

53 = 30 dalam tablo optimal mencerminkan bahwa, dalam posisi op-
timalitas ini, sumberdaya (masukan) kedua yang digunakan 30 menit.lebih
banyak daripada ketentuan minimum. Ini bisa dibuktikan dengan men-
substitusikan x, = 10 dan x; = 30 ke dalam fungsi kendala kedua, yakni
X1 + 2x; 2 40, 70 > 40, 70 = 40 + 30. Nilai dual (dua/ value) untuk
masukan atau kendala pertama dan ketiga masing-masing adalah -1/3 dan
-2/3.

Latihan Programasi Linear

1. Tentukan secara grafik area laik suatu masalah jika kendala-kendalanya
ditunjukkan oleh :
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2x, +3x < 18 (D
3x, +3x < 24 (1)
2x,> 6 (111
2%, 2 3 ' (1V)

2. @Maksimumkan z2=3x, +5x;

terhadapx, + 2x; € 10dan3x, + x; € 10.

(b) Maksimumkan z = 600 @ + 400b
terhadap 3000 a + 1000 b < 24.000 .
1000 a + 1000 b £ 16.000
2000 a + 6000 b < 48.000

(¢) Minimumkan z = 600 a + 400 b
terhadap 3000 ¢ + 1000 b = 24.000
1000 a + 1000 b 2 16.000
2000 a + 6000 b 2 48.000

(d) Minimumkanz = 10x + 13y
terhadapx + y2 6
X+ 2y2 8
2x2 4
yz1

3. Sebuah perusahaan kamera memproduksi tiga macam model kamera,

masing-masing diproses melalui tiga departemen. Tipe Potret-1 dijual

- seharga Rp 40 ribu per unit, sedangkan tipe Potret-2 dan Potret-3 masing-

masing dijual seharga Rp 50 ribu dan Rp 75 ribu per unit. Setiap lusin tipe
Potret-1 membutuhkan 4 jam waktu pengolahan di Departemen A, 3 jam

" di Departemen B dan | jam di Departemen C. Sedangkan setiap lusin tipe

Potret-2 memerlukan 2,5 jam, 4 jam dan- 2 jam di masing-masing
departemen. Untuk tipe Potret-3, setiap lusinnya membutuhkan 6 jam, 9
jam dan 4 jam di masing-masing Departemen. Kapasitas kerja maksimum
Departemen-departemen A, B dan C masing-masing 130, 170 dan 52 jam
per minggu. Guna menjamin kelangsungan bisnisnya, perusahaan
menetapkan setidak-tidaknya harus diproduksi 25 unit tipe Potret-1, 100
unit tipe Potret-2 dan 48 unit tipe Potret-3 per minggu. Rumuskanlah
model programasi linear untuk masalah yang dihadapi oleh perusahaan
ini, dalam upaya mengoptimalkan penerimaan penjualannya per ming-
gu!

- Sebuah perusahaan menghasilkan dua macam barang, A dan B masing-

masing diproses melalui dua mesin. Setiap unit barang A diproses selama 4
menit di Mesin I dan 2 menit di Mesin II, sedangkan tiap unit barang B
diproses selama 2 menit di Mesin I dan 4 menit di Mesin II. Kapasitas
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.maksimum pengoperasian Mesin 1 600 menit dan Mesin 11 480 menit per

“ - hari. Setiap unit A dan B 'masing-masing memberikan marjin profit

sebesar Rp 8 ribu dan Rp 6:ribu. Hitunglah kombinasi jumlah produk (pro-
duct mix) yang membeérikan profit maks:mum per hari bagi perusahaan
tersebut. . -

. Firma "*Rozat” Surabaya membuat dua macam kualitas roti dengan dua
macam bahan mentah utama sebagai pembeda kualitas tersebut. Roti
kualitas I, yang setiap unitnya mendatangkan keuntungan Rp 300,00,
menggunakan 2 ons mentega dan 1 ons gula. Sedangkan roti kualitas II,
yang mendatangkan keuntungan Rp 200,00 per unit, menggunakan 1 ons
mentega dan 1 ons gula. Setiap harinya firma tersebut hanya mampu men-
-dapatkan 50 kg mentega dan 30 kg gula, Berapa unit masing-masing jenis
roti “harus dibuat jika firma tadi menginginkan keuntungan hariannya
maksimum, dan berapa keuntungan maksimum tersebut ?

. Pabrik ban sepeda ’Karet Deli”’ di Medan memproduksi ban luar dan ban
dalam. Ban luar diproses melalni tiga unit mesin, sedangkan ban dalam
diproses hanya di dua mesin. Setiap ban luar diproses secara berurutan
selama 2 menit di Mesin I, 8 menit di Mesin II dan 10 menit di Mesin II1.
Sedangkan setiap ban dalam diproses selama 5 menit di Mesin I kemudian
4 menit di Mesin I1. Sumbangan keuntungan dari setiap unit ban luar dan
ban dalam masing-masing Rp 400,00 dan Rp 300,00. Kapasitas pengopera-
sian masing-masing mesin setiap harinya 800 menit. Jika setiap ban yang
diproduksi senantiasa laku terjual, berapa unit masing-masing ban harus
diproduksi setiap hari agar keuntungan >’Karet Deli’’ maksimum ?

. Perusahaan genteng ”Sokajaya" di Kebumeri menghasilkan tlga jenis
- genteng yaitu Prima, Utama dan Unggul Masing-masing jenis diolah
melalui tiga' tahap kegiatan : pencetakan, pemadatan dan pengeringan.
Data mengenai waktu pengolahan setiap jenis genteng di tiap tahap
kegiatan (dalam menit), kapasitas kerja maksimum setiap unit kegiatan
{menit per minggu), dan marjin keuntungan masmg—masmg Jems genteng
. (rupiah per unit) ditunjukkan oleh tabel berikut :

Jenis Unit Unit Unit Marjin
Genteng Pencetakan Pemadatan Pengeringan | Keuntungan
Prima 10,7 54 0,7 10
Utama 5 107 15
Unggul 2 4 2 20
Kapasitas 2705 2210 445

Berapa unit masing-masing jenis genteng harus dihasilkan uap minggu
bila *’Sokajaya’’ menginginkan usahanya optimal ?
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8. Sebuah lembaga penelitian di Yogyakarta harus méngii'imkan

10.000 kuesioner (daftar pertanyaan) kepada sasaran responden-
respondennya di pulau Jawa, Sumatera dan Sulawesi. Biaya kirim

. seberkas kuesioher ke tiap responden adalah Rp 80,00 (Jawa,

Rp 100,00 (Sumatera) dan Rp 110,00 (Sulawesi). Lembaga tersebut
menetapkan tidak lebih dari 3000 kuesioner yang akan dikirimkan ke-
responden di pulau Jawa, serta setidak-tidaknya 1500 dan 2000 kuesioner
harus dikirimkan masing-masing ke responden di pulau Sumatera dan
pulau Sulawesi. Berapa berkas kuesioner harus dikirimkan ke masing-
masing pulau agar bjaya kirim totalnya minimum ?

\-

9. Maksimumkanz = 52x, + 80x, + 80x; + 80x( + BO0xs + 102 x,

. + 104 x, + 104 x, + 104 x5, + 104 X,
terhadap x;, + x; + x» € 550

Xs + X + x5 150

X, + X, € 90

xs +x, 8 70

05x, —0,5x —0,5x, —05x < 0

—0,15x; +0,85x; —0,15x, —0,15x, 2 0

—0,1x;—0,1x; +09x, —0,1x; 2 0

—0,3x +0,7x —03x,—03x 2 0

—0,2x, =02x +08x;, —0,2x,20

—0,3x, —0,3x% —03x +07x,2 0

x 2 0. i=1,2,....... , 10

ROO x, + 400 x, + 600 x; + 500 x,.

“terhadap 10x, 3x; + Bxy.+ 2x¢2 5
90 x, 150x; + 75x; + 175x,- 2 100
z. 30

X, 1

X; =

X + X; + Xs

+
+
45x; + - 25x; + 20x; + 37 x,
+
0 i =1,2,3,4.
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BAB 15
TEORI PERMAINAN

Teori permainan (game theory) dikembangkan untuk tujuan menganalisis
situasi persaingan yang melibatkan berbagai kepentingan, Teori ini berangkat dari
suatu keadaan di mana terdapat dua orang atau lebih dengan tujuan atau kepen-
tingan yang saling berbeda teriibat dalam suatu “permainan”, tindakan imasing-
masing pemain — walaupun tidak sepenuhnya menentukan — turut mempengaruhi
hasil akhir dari permainan. Teori ini menyediakan cara penyelesaian untuk per-
mainan semacam itu, dengan menganggap bahwa masing-masing pemain senantiasa
berusaha “memaksimumkan keberuntungannya yang minimum” atau
"meminimumkan ketidakberuntungannya yang maksimum®”. Kriteria semacam ini
dikenal sebagai kriteria maksimin atau minimaks, merupakan dasar bagi teori
strategi permainan yang dikembangkan olech John von Neumann dan Oskar
Morganstern, penerapannya di berbagai bidang kehidupan kemudian dikem-
bangkan oleh para akhli statistik. '

15.1 UNSUR-UNSUR DASAR TEORI PERMAINAN

Ada beberapa unsur atau konsep dasar yang sangat penting dalam penyelesaian
setiap kasus dengan teori permainan. Mereka adalah (1} jumlah pemain, (2) gan-
jaran (payoff), (3) jumlah strategi permainan, (4) matriks permainan dan (5) titik
pelana.

(1) Jumiah Pemain | o o
 Permainan diklasifikasikan menurut' jumlah kef:entfnganiatau tujuan yang ada

dalam permainan tersebut. Dalam hal ini perlu difahami, bahwa pengertian “jumiah’
pemain”. tidak selalu sama artinya dengan ”jumlah orang” yang terlibat dalam per-
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mainan. Jumlah pemain di sini berarti jumlah kelompok pemain berdasarkan
masing-masing kepentingan atau tujuannya. Dengan demikian dua orang atau le-
bih yang mempunyai kepentingan yang sama dapat diperhitungkan sebagai satu
(kelompok) pemain.

 Bentuk permainan yang sering dianalisis oleh teori permainan adalah bentuk
permainan yang melibatkan dua kepentirigan atau dua (kelompok) pemain. Bentuk
permainan dengan dua pemain ini pulalah yang akan diuraikan di dalam buku ini.
Bentuk permainan dengan lebih dari dua macam kepentingan atau lebih dati dua
(kelompok) pemain tidak turut dibahas, karena proses penyelesaiannya relatif
kompleks dan pelik.

(2) Ganjaran (Payoff)

Unsur lain yang juga penting dalam perigklasifikasian permainan adalah “gan-
jaran”, yaitu hasil akhir yang.terjadi pada akhir permainan. Berkenaan dengan gan-
jaran ini, permainan digolong-golongkan menjadi dua macam kategori, yaitu per-
mainan jumlah-nol (zero-sum games) dan permainan jumlah-bukan-nol (non-zero-
sum-games). Jika jurlah ganjaran dari seluruh pemain adalah nol, yakni dengan
memperhitungkan setiap keberuntungan sebagai bilangan positif dan setiap
ketidakberuntungan sebagai bilangan negatif, maka permainan demikian adalah
permainan jumlah-nol; lain darj itu merupakan permainan Jumlgh -bukan-nol.

Dalam permainan jumlah-nol, setiap kemenangan bagi suatu pihak pemain
merupakan kekalahan bagi pihak pemain lain. Letak arti penting dari pembedaan
kedua kategori permainan berdasarkan ganjaran ini adalah, bahwa permainan
jumiah-nol merupakan suatu sistem yang tertutup, sedangkan permainan jumlah-
bukan-nol tidak demikian halnya. Hampir semua permainan pada dasarnya
merupakan permainan jumlah-nol. Berbagai situasi dapat dianalisis sebagai per-
mainan jumlah-nol. Kebanyakan telaah teori permainan berkaitan dengan per-
mainan jumlah-nol. Permainan jumlah-bukan-no! sesungguhnya juga dapat dibuat
sedemikian rupa menjadi permainan -jumlah-nol, yakni dengan menambahkan
seorang pemain fiktif, katakanlah “alam”, ke dalam permainan tersebut. Akan
tetapi tentu saja hal ini merupakan pekerjaan yang kompleks dan pelik. Buku ini
membatasi diri pada -analisis permiainan Jumlah-nol sebagai pengenalan dasar
terhadap teorl permaman

(3) Strategi Permainan

Pengertian strategi dalam teori permainan ialah suatu siasat atau rencana
tertentu dari seorang pemain, sebagai reaksi atas aksi yang mungkin dilakukan oleh
pemain !ain yang menjadi saingannya. Di samping menurut jumiah pemain dan gan-
jarannya sebagaimana diterangkan di atas, permainan diklasifikasikan pula
menurut jumlah strategi yang tersedia bagi masing-masing pemain. Jika pemain per-
tama memiliki /7 kemungkinan strategi dan pemain kedua memiliki » kemungkman'
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strategi, maka permainan demikian dinamakan permainan m X #. Letak arti pen-
ting dari pembedaan jenis permainan berdasarkan jumlah strategi ini adalah bahwa
permainan dibedakan menjadi permainan berhingga dan permainan tak berhingga,

Permainan dikategorikan sebagai permainan berhingga apabila jumlah terbesar
dari strategi yang dimiliki oleh setiap pemain berhingga atau tertentu; sedangkan
jika setidak-tidaknya seorang pemain memiliki jumlah strategi yang tak berhingga
atau tidak tertentu, maka permainan tersebut dikategorikan sébagai‘ permainan tak
berhingga. Uraian teori permainan dalam buku ini dibatasi hanya pada kasus per-
mainan berhingga saja. - :

Berdasarkan uraian sampai‘sejauh ini, jelasiah bahwa ketiga unsur yang baru
dibahas tadi merupakan unsur-unsur yang membedakan berituk atau jenis sebuah
permainan. Telah pula ditegaskan, bahwa teori permainan yang akan diuraikan
dalam buku ini terbatas hanya pada kasus “permainan dengan dua-pemain dan
Jumlah-nol serta strategi-berhingga”. Selanjutnya, kini marilah kita bahas dua unsur
penting lainnya dalam teori permainan yang tak ada sangkut pautnya dengan
-pembedaan bentuk sesuatu permainan, tetapi penting untuk difahami.

(4) Matriks Permainan -

Setiap persoalan yang dianalisis dengan teori permainan senantiasa (dapat)
disajikan dalam bentuk sebuah matriks permainan. Matriks permainan-disebut juga
matrik ganjaran-adalah sebuah matriks yang unsur-unsurnya berupa ganjaran dari

"para pemain yang terlibat dalam permainan tersebut. Baris-barisnya melambangkan
strategi-strategi yang dimiliki pemain pertama, sedangkan kolom-kolomnya melam-
bangkan strategi-strategi yang dimiliki pemain lain. Dengan démikian, permainan
berstrategi m X n dilambangkan oleh matriks.permainan m x .

Teori permainan berasumsi bahwa strategi yang tersedia bagi masing-masing
pemain dapat dihitung dan ganjaran yang berkenaan dengannya dapat dinyatakan
dalam unit, meskipun tidak selalu harus dalam unit moneter. Hal ini penting bagi
penyelesaian permainan, yakni untuk penentuan pilihan strategi yang akan di-
jalankan oleh masing-masing pemain, dengan menganggap baliwa masing-masing
pemain berusaha memaksimumkan keberuntungannya yang minimum (maksimin)
atau meminimumkan ketidakberuntungannya yang maksimum (minimaks).

Nilai dari suatu permainan adalah ganjaran rata-rata atau ganjaran yang
diharapkan dari sepanjang rangkaian permainan, dengan menganggap kedua belah
pihak pemain senantiasa berupaya memainkan strateginya yang optimum. Secara
konvensional, nilai permainan dilihat dari pihak pemain yang strategi-strateginya
dilambangkan oleh baris-baris matriks ganjaran, dengan kata lain dilihat dari sudut
pandangan pemain pertama. Permainan dikatakan ”adil” (fair) apabila nilainya nol,
di mana tak seorang pemain pun memperoleh keuntungan atau kemenangan. Dalam
permainan yang “tidak-adil” (unfair) seorang pemain akan memperoleh

" kemenangan atas pemain lain, yakni jika nilai permainan tersebut bukan nel; dalam
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hal ini nilai permainan adalah positif jika pemain pertama (pemain baris)
memperoleh kemenangan, sebaliknya nilai permainan adalah negatif jika pemain
lain (pemain kolom) mempercleh kemenangan.

Lot ‘) Crarbsd nnasam e ngedge as b
() Titik Pelana < i e n'rr-mf; 180 L 1

Jika di dalam suatu matriks permaman terdapat sebuah unsur yang mcrupakan
unsur maksimum dari mm:ma”bgns]dan unsur mlmmum “dari maksima’ kolom
sekaligus, maka unsur tersebut 'dinamakan titik pélana (saddle poinf). Jadi titik
pelana adalah suatu unsur di dalam matriks permainan yang sekaligus merupakan
maksimin baris dan minimaks kolom. Permainan dikatakan bersaing ketat (strictly
determined) jika matriksnya mengandung titik pelana. Strategi yang optimum bagi.
masing-masing pemain adalah strategi pada baris dan kolom yang mengandung titik
pelana tersebut. Dalam hal ini, baris yang mengandung titik pelana merupakan
strategi optimum bagi pemain pertama, sedangkan kolom yang mengandung titik
pelana merupakan strategi optimum bagi pemain lain.

Langkah pertama penyelesaian sebuah matriks permainan adalah mengecek ada
tidaknya titik pelana. Bila terdapat titik pelana, permainan dapat segera dianalisis
untuk diselesaikan; akan tetapi bila tak terdapat titik pelana, diperlukan penelaahan
lebih lanjut. Penyidikan mengenai ada tidaknya titik pelana biasanya dikeriakan
dengan cara menuliskan nilai-nilai minimum (minima) masing-masing baris dan
nilai-nilai maksimum (maksima) masing-masing kolom, kemudian menentukan
maksimum di antara minima baris dan minimum di antara maksima kolom tadi.
Jika unsur maksimum dari minima baris sama dengan unsur minimum dari maksima
kolom, dengan kata lain jika maksimin = minimaks, berarti unsur tersebut
merupakan titik pelana.

‘Contoh-contoh penyidikan titik pelana :

Selidikilah, apakah pada permainan-permainan berikut ini terdapat titik pelana
atau tidak.
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(D46 |—3 2 —13

7 |13 5 9 5 maksimin = §

12| 8 0[—1 -1 "

9 110 4 5 4 -
12 13 5 9 maksima kolom

minima baris
minimaks = 5

Terdapat sebuah titik peland pada perpotongan baris kedua dengan kolom ketiga.
Nilai permainan adalah 5, mengingat nilai titik pelananya 5, Baris kedua mierupakan
strategi optimum bagi pemain pertama atau pemain baris, sedangkan kolom ketiga
merupakan strategi optimum bagi pemain lain atau pemain kolom.

(2) 7 2| —4] 8 0 — 4
It—8|—9 6 |—11 — 11 maksimin = — 2
—1 41 —215 5 — 2

minimaks = — 2

Terdapat sebuah titik pelana pada perpotongan baris ketiga (strategi optimum ba-
gi pemain pertama) dengan kolom ketiga (strategi optimum bagi. pemain lain); ni-
lai permainan adalah — 2.
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3|4 7 5 4
13/ —2|—1 —2
maksimin
9 J|—6 —6
10 |—8 15 —8
13 7 15

minimaks = 7

= 4

Tidak terdapat titik pelana, karena maksimin #minimaks.

@ |7 21— 4|8 0 —4
3|—8|— 96 |— 1 —9
7 2 — 4 8 0
minimaks = — 4

Terdapat titik pelana (saddle point).

15.2 AKHIR DARI PERMAINAN

. T

maksimin = — 4

Penyelesaian dari suatu permainan dikatakan berakhir apabila telah ditemukan
strategi optimum bagi masing-masing pemain yang terlibat.

Perhatikan permainan berikut :
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. Pemain'¥ T
1 2 '. . ,3:_ o ;sgr‘at-é_gi bagi Y ]
| L1235 [—15| so| =150 - . |
Pemain X I * * maksimin = — 5§ -
2. (10 40 {—5 — 5

125 40 50 maksima kolom
" minimaks =-2§ L
< . minima baris

o

Y .
strategi bagi X & . o -

Jika X menjalankan strategi ] maka ganjaran '.te'rburul_( yang harus ditanggungnya
adalah — 15, sebagai contoh kongkret : misalnya ia harus membayar 15 rupiah
kepada Y.:Jika X’ menjalankan strategi 2 maka ganjaran terburuk yang harus -
ditanggungnya adalah —"5.%) R

Di lain pihak, jika Y menjalankan strategi 1 maka ganjaran térburuk yang harus
ditanggungnya adalah 25, sebagai contoh kongkret : misalnyaia harus membayar25
. rupiah kepada X. Jika.Y menjalankan strategi 2 maka ganjaran terburuknya 40, se-
dangkan dengan strategi 3 ganjaran terburuknya 50.%) . ' c
Persoalannya kini adalah : di antara kqmﬁﬁgkinan—kemungkinan‘ terburuk
.tersebut, mana yang terbaik bagi seorang pemai'q'_? Pengertian “terburuk” di sini
hanya berlaku bagi masing-masing baris at{u_x masing-masing kolom secara in-
dividual. Terburuk bagi sesuatu baris belum tentu seburuk seperti yang terburuk
"bagi baris lainnya. Begitu pula, terburuk bagi’'sesuatu kolom*belum tentu seburuk
seperti yang terburuk bagi kolom lainnya. Dal~am kasus permainan yang sedang kita

-

S . . ) PRI ‘ e . TS
*)Catatan : ) : T IR B

Unsur-unsur payoff bagi pemain baris (X) harus dibaca dan ditafsirkan secara berJawanan dengan

* unsur-ihsur payoff bagi pemain. kolom.(Y). Untuk payoff yang positif ‘bagi X berarti melambangkan

keberuntungan, sedangkan yang negatif melambangkan ketidakberuntungan. Sebaliknya unsur payoff

yang positif bagi Y berarti melambangkan ketidakberun_lungan. sedangkan yang negatif lmclam-
bangkan keberuntungan, o . ot

LIRY T . [
. v L)
- '

' - -
Il 1 .

e e
‘y M N - -
bt st e T

R FER@BS‘:?A?@}NE\
b FARULTAS EKONG;“;;ZIA j
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bahas ini, yang terburuk atau minimum di antara unsur-unsur pada baris pertama
(strategi 1 bagi X) adalah — 15, sedangkan pada baris kedua (strategi 2 bagi X)
adalah — 5. Yang terbaik di antara kedua terburuk ini, dengan kata lain yang
maksimum di antara minimum-minimum tersebut adalah — 5; sebab ketidakberun-
tungan senilai 5 lebih baik daripada ketidakberuntungan senilai 15. Di lain pihak —
ditinjau per kolom — yang terburuk dalam strategi 1, strategi 2 dan strategi 3 bagi ¥
masing-masing adalah 25, 40 dan 50. Yang terbaik di antara ketiga terburuk ini,
dengan kata lain yang minimum di antara maksimum-maksimum tersebut, adalah
25; sebab ketidakberuntungan senilai 25 lebih baik daripada ketidakberuntungan

senilai 40 dan 50.

Dengan demikian jelaslah bahwa dilihat dari sudut pandangan X, ganjaran-
ganjaran terburuknya merupakan minima baris. Ganjaran terbaik di antara yang
terburuk-terburuk itu adalah maksimum dari minima baris (maksimin).

Sedangkan dilihat dari sudut pandangan Y, ganjaran-ganjaran terburuknya
merupakan maksima kolom. Ganjaran terbaik di antarayang terburuk-terburuk itu
adalah minimum dari maksima kolom (minimaks). '

Dalam kasus permainan kita tadi, maksimin = — 5 sedangkan minimaks = 25.
Tafsiran mengenai pengertian maksimin dan minimaks ini sederhana sekali. Dengan
memasukkan strategi maksiminnya berarti X dapat menjamin bahwa ketidakberun-
tungan terburuk yang akan dialaminya tidak akan melebihi 5 (¥ tidak akan
menikmati keberuntungan melebihi 5). Bersamaan dengan itu, bila ¥ memainkan
strategi minimaksnya berarti ¥ dapat menjamin bahwa ketidakberuntungan 'yang
akan dialaminya tidak akan melebihi 25 (X tidak’ akan menikmati keberuntungan
melebihi 25). Pekerjaan pemecahan soal ini belumlah selesai, melainkan — karena
maksimin tidak sama dengan minimaks — masih diteruskan sampai diperoleh nilai
dari permainan tersebut fvalue of the game). Nilai permainan melambangkan bahwa
masing-masing pemain sudah menemukan strategi optimumnya. -

Dalam hal terdapat titik pelana pada matriks permainan, pekerjaan
penyelesaian dengan sendirinya berakhir sebab titik pelana tersebut sekaligus
menunjukkan nilai dari permainan. Baris yang mengandung titik pelana merupakan
strategi optimum bagi pemain baris, sedangkan kolom yang mengandung titik
pelana merupakan strategi-optimum bagi pemain kolom. Akan tetapi dalam hal tidak
terdapat titik pelana (seperti kasus permainan yang baru kita bahas di atas), maka
diperlukan telaah lebih lanjut untuk menemukan strategi optimum bagi masing-
masing pernain atau nilai dari permainan.

15.3 PENYELESAIAN PERMAINAN DUA -PEMAIN DUA-STRATEGI

Konsep dasar analisis teori permainan — berupa permainan dengan dua-pemain
dan dua-strategi, yakni permainan di mana setidak-tidaknya salah seorang pemain
hanya memiliki dua macam strategi — akan diuraikan di dalam sub-bab ini, Sekedar
perj@ﬁrj:i'%q? Epgsjgg_:n}asing.p_emajn kita namakan saja X dan Y. Strategi-strategi Pe-

L)
‘.
T See o,
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main X tercantum dan ditunjukkan di dalam. suatu kolom sepanjang tepi kiri
matriks permainan, sedangkan strategi-strategi Pemain Y tercantum dan ditunjuk-
kan di dalam suatu baris sepanjang tepi atas matriks permainan. Ganjaran yang di-
jadikan pedoman untuk menganalisis permainan adalah ganjaran Pemain X, yakni
berupa sebuah bilangan positif yang mencerminkan suatu ganjaran dari Y kepada X
dan berupa sebuah bilangan negatif yang mencerminkan suatu ganjaran dari X
kepada Y.

15.3.1 Permainan 2 x 2

Permainan dua-strategi yang paling mudah dianalisis adalah permainan 2 x 2,
yakni suatu permainan di mana masing-masing pemain hanya mempunyai dua
kemungkinan strategi. Peryelesaian permainan 2 X 2 juga sangat penting sebagai
jenjang pertama untuk dapat menyelesaikan pérmainan dua-strategi yang lebih
besar (2 X n atau m X 2).
Contoh ;

(1) Permainan

Pemain Y

1 2

‘ 1| 0 3
Pemain X

2 |—6 10

adalah permainan yang bersaing ketat dan adil. Dikatakan bersaing ketat (strictly
determined) karena mengandung titik pelana, dikatakan adil (fair) karena nilai per-
mainan atau nilai ganjaran titik pelananya nol. Dalam kasus ini, strategi.optimum
bagi X adalah strategi 1, strategi optimum bagi Y kebetulan juga strategi 1.

(2) Permainan

Pemairj Y
1 2 ;
1] 3 7

Pemain X

2 5 8
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adalah permainan yang bersaing ketat tetapi tidak adil (nilai permainannya :_adalah
5). Strategi-optimum bagi X adalah strategi 2, strategi bagi Y adalah strategi 1. -

+

(3) Permainan’

Pemain: Y - -

1 2
1 3 7
Pemain X '
’ 2 5.1 2

adalah permainan yang tidak bersaing ketat.

15.3.2 Strategi Campuran

Dalam suatu permainan yang tidak bersaing ketat, tidak terdapat strategi yang
optimum bagi seorang pemainpun. Oleh karenanya setiap strategi tertentu yang di-
jalankan oleh salah seorang pemain dapat dimanfaatkan oleh pemain lainnya. Di
sinilah letak perbedaan penting antara permainan yang bersaing ketat dan yang
tidak bersaing ketat. Dalam permainan yang bersaing ketat terdapat strategi yang
optimum bagi masing-masing pemain, sehingga “tindakan untuk merahasiakan”

. Strategi masing-masing tidak diperlukan; sedangkan dalam permainan yang tidak
bersaing ketat diperfukan tindakan semacam itu, untuk menjaga agar jangan sampai
suatu strategi yang akan dijalankan oleh seorang pemain diketahui oleh pemain lain
yang menjadi saingannya; hal ini dilakukan dengan cara memilih strategi yang akan
dijalankan oleh masing-masing pemain secara rambang {random) yakni berdasarkan
probabilitasnya yang dapat dihitung dari matriks permainan. Strategi semacam ini,
yang terdiri dari campuran probabilitas lebih dari satu strategi, dinamakan strategi
campuran (mixed strategy). = -

Penyelesaian permainan 2 X 2 yang tidak bersaing ketat terdiri dari sepasang
probabilitas p, dan p, bagi Pemain X serta sepasang probabilitas g, dan g, bagi Pe-
main Y. Nilai-nilai probabilitas ini memungkinkan ditemukannya strategi-strategi
campuran yang optimum, yaitu strategi yang akan dijalankan oleh masing-masing
pemain demi memaksimumkan harapan keberuntungannya yang minimum atau
meminimumkan ketidakberuntungannya yang maksimum.

Nilai-nilai probabilitas ganjaran tersebut dapat dihitung dengan cara sebagai
berikut : ' ‘

Andaikan matriks permainannya :
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maka harapan ganjaran bagi Pemain X adalah :

ap, + «(1 - p)) jika Pemain Y menjalankan strategi 1:
dan adalah : '
bp, + d(1 — p,) jika Pemain Y menjalankan strategi 2.
Selanjutnya, dengan menyamakan kedua harapan ganjaran tersebut, diperoleh :

ap|+c(1'p|) = bp|+d(1_p|)
pla—b—c+d = d—c

d—c¢

p=

a—b—c+d

a—b
p,=1—=p =
a—b—c+d

Dengan cara serupa, harapan ganjaran bagi Pemain Y dapat pula dihitung :

aq, + b(1 — q)) = ¢q, + d(1 — gq))
gla—b—c+d =d—b
. d— b
q = _ _
a—b—c+d
a—rc’
q:=1_ql = _ _ -
a—b—c+d

Nilai suatu permainan adalah jumlah yang dapat diharapkan oleh seorang pe-
main untuk memenangkan permainan terbaiknya melawan permainan terbaik
saingannya. Prinsip dasar mengenai pengertian nilai permainan ini berlaku baik bagi
permainan yang sifatnya bersaing ketat maupun yang tidak bersaing ketat. Pada
dasarnya seorang pemain tidak mungkin menang melebihi nilai tersebut, kecuali jika
saingannya bermain buruk; begitu pula seorang pemain tak mungkin menang
kurang dari nilai tersebut, kecuali jika ia bermain buruk.

a

c d

(bagi Pemain X) adalah :-

Nilai permainan M =
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ap, + o1 —p)= bp, + d(l1 —p)
= —lag, + bl—qg}] = —[cg +d0—a)l

ad — bc

a—b—c+ d

Combh ;
(1} Permainan 3 7 adalah permainan yang tidak bersaing ketat. Strategi-
5 2
strategi campuran yang optimum : .
d—rc 2—5 3
p1 = = = —
a—b—c+d 3—T7—5+2 7
4
pz = 1 —_— pl = _
7 .
. d— b . 2=1 _ 5,
q|_ - = - =
ga—b—c+d 3—7—5+2 7
2
ql = I— q[ = __
7

()

Nilai permainannya :

ad — bc _ "3(2)-705)  _ 29
a—b—c+d 3—7—-5+2 7

Karena v positif, sedangkan tinjauan terhadap hasil akhir permainan dilihat dari
sudut pandangan pemain baris (dalam hal ini adalah X), maka permainan ini
cenderung menguntungkan X atau merugikan Y.

L

Permainan | — 3 — 7| adalah permainan yang tidak bersaing ketat, Strate-
—35 -2
gi-strategi campuran yang optimum, :
' 5 6
p = = p, = —
11 11
9 2

q = — g, =
11 11
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Nilai permainannyav = — 4__1 {permainannya cenderung merugikan X atau
11 o
menguntungkan Y).

(3) Permainan |~_| 6

adalah permainan yang tidak bersaing ketat. Strategi-stra-
5 | 8 L. '

tegi campuran yang optimum :

3
p"] = — p_\ = E’

16 16

14 2 -
q| =z —_— (I: = __

16 16

Nilai permainannya v = 4_3 (permainannya cenderung menguntungkan X).
8 .

11-3
—1

{(4) Permainan adalah permainan yang tidak bersaing ketat. Strategi-

li

strategi campuran yang optimum :

3 4
p| = — p'_' =
7 7 \
5 2
ql =— q =—
7 7 -
¢
Nilai permainannya v = — 1 {permainan cenderung menguntungkan Y).

7

15.3.3 Penyelesaian Permainan 2 X 2 dengan Aljabar Matriks

Strategi-stra'tegi yang optimum dan nilai dari suatu permainan 2 x 2 ‘yang tidak
bersaing ketat, dapat pula dicari dengan aljabar matriks,
Andaikan matriks ganjaran dari suatu permainan ditunjukkan oleh ;
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maka strategi optimum bagi X adalah :

[1  1](adj. A)’

(p, p] =
[1 1]adj. A) [}]

dan strategi optimum bagi Y adalah :

[1  1](adj. A)

g 4) =
[1  1]adj. A) [i]

sedangkan nilai permainannya adalah : . | .

| A

‘, l - - |’ ' h' . g [
[1 1](adj. A) [] ' ' :
] P
a a

atau, sebagai alternatif :
11 l_z‘ q, ‘
aZI aZ! qz

Sebagai ilustrasi, Contoh (2) dan Contoh (3) di atas tadi kita coba‘kini diselesaikan
dengan aljabar matriks.

v =

v=[p p]

—3 — 7| adalan perm'ainanr yvang tidak bersaing ketat.

—35

.2 Permainan’

Maka
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-3 7 j
lA| = =—6-—35=—4l

— 5 2

2 5 2 7°
adj. A = (adj. A)' =

7 —3 4 5 —3
(p, 1= LL_ 11 (adj.A)

I 1](adj. A)

_woafp g ;"[_7 '_i]

) s tLion
i}
7 —ajlil

¢ g¢l] = [1 1 (adj. A) 3
1
[1 1] (adj. A)
1]
[2 ‘ s1
[1 1 e
= '7 4 _3 4 = [—9 —2]
5 s1M1 11 11
[1 1] ] ‘ ’
L7 —3}l1 i
- H-f‘"—-—'-_“.:_._*«:sw_;.n -
. o - HLIK BERP YR
Jadi, strategi-strategi campuran yang optimum ; | £ ARLJL msgﬁo‘;\}géf 7‘

P = — p, = — . LT ‘ Yau QF(A'R
11 1 ““%"“%M
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Sedangkan nilai permainannya :

| Al - 4]

1 11
[11]@@A{ ]
! _

atau dengan cara lain :

a, q, |4
ol )
- a, - @]9

—3  —17 [9/11

7 4 41

= [ ) =— 2

11 11 . 11
—5 2 271

(3) Permainan 7 |8 adalah permainan yang tidak bersaing ketat. Maka :
5 8 '
7 — : 7 - —6
A = |A| = = 56 + 30 = 86

5 8 5 8

B — 35 8 6
adj. A= | . (adj. A)’ =
6 7 " —5 7

[1 1] (adj. A)*

. M
[1 1] (adj. A) [ :l
1

Lo, pl =
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8 6
[r 1] '
_ —5 71 _ [3 13
| 8 —siM 6 16
o [T
6 711

[1 1] (adj. A)

[g 2,1 =
1
[1 1] (adj.A)
1
8§ —5
(1 1] -
8 —sli 16 16
(1 1]
6 7111
[A] 8 43
¥ = N e T —
| 16
[1 l](adj.A)\: ]
I
> atau
7 — 6][14/16
_ [13 13} _ 43
v = - Iy
6 16 8
5 8 2/16 b

(Bandingkan antara hasil-hasil perhitungan dengan aljabar- matnks ini dan de-
ngan cara sebelumnya).

Latihan Teori Permainan

Selidiki apakah ‘matriks-matriks permainan berikut mengandung titik pelana
- ataukah tidak. Jelaskan pula apakah permamannya bersaing ketat ataukah tidak ’
bersaing ketat. Jika saudara berpendapat permainan bersaing ketat, jelaskan berapa
nilai permainan tersebut serta strategi optimum bagi masing-masing pemain baris
(X) dan pemain kolom (Y)..
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5
3
9
5
—6 4 | — 8
2 5 — 10
—6 4 | — 8
2 — 10 5
— 6 2.
4 5
— 8 — 10
—6 2
4 — 10
—8 5
18 .1 16 24
13 15 7
22 18 19
12 -3 6 . 8
—5 10 | —. 4 15
9 11 17 1
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9.128 20 | 34 | 23 | 3
23 [i21 |27 | 24 | 34
26 [ 32 [ 30 |25 | 29

L

10.] 20| 14 |—15 | 12 24 | 26
—10 | 13 18 | 22 [—18 | 25

401

Dari permainan-permainan yang tidak bersaing ketat berikut ini, carilah strategi-

strategi campuran yang optimum dan nilai permainannya.

1.

12.

13.

14,

15.

9 |3
5 18
2 |o
0 |2
11 4
7 9
2 [— 3
— 6 4
— 12 — 16
— 14 — 10
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JAWABAN SOAL-SOAL LATIHAN

HIMPUNAN (Halaman 9)

11 12

14

(@)
(b)
(©)
(d)
(e)

Wiy

i mrnnn

IS
>oCo |

C
|

(a)
(b)
(c)
(d
(e)

oo ohbyh
cCODl |
it ity b

—
fa)

(a)

—
WA

SVENENE S NN
DD CDCCDDD

(d)
(e

5
RN

St

(2)
(h)
(i

®

o nnn

2 C 0 nn

2D

{2,5}

{1, 4,8}

{3,7}
{1,2,3,4,5,1, 8}
{2, 5}

{1, 4, 8}

{6,7,9,10,13} = A
{4,511} = B

{}= @ disjoin
{6,7,9,10,13} = A—U=4A
{4,5,6,7,9,10, 11, 13}
{6,7, 8,09, 10, 12, 13}
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4, 3 P = {0,1,3,5.7,9} .
M @ = {1,2,3,4,6,7, 8}
(¢ R = {0,1,2,4,5,6, 8} i
5. @ PNQ =2 :
() PUQ = {0,24,5,6,8,9} ] e
(0 PNR =g \.
() PUR = {2,3,4,6,7,8,9} '\’w
(© 0N R = {9} '
H QUR = {0,3,5,7,9}
6. (@ P—Q = {2,4,6,8}
o Q—P = {0,59}
(€@ PN Q= {2,4,6,8}
(d PNn'Q = {0,59}
() P—(Q—R) = {2,4,6 8}
() (P—Q)—R-=1{2,4,6, 8}
7. (@ PU(QNR) = 1{2,4,6,8,9}
) PN(QUR) =@ ’ *
@ PUNPUR) =1{24,6,8, 9}
dPNOUPNR =@ -

8.(a)PUQ—{0123456789}
) (PUQ) ={1,3,7} , . o :
(PN Qg =1{1,37} _ ' ",
(PN Q)=1{0,1,2,3,4,5,6,78,9}

9. @ BUBUA =(BUBUA= BUA ﬁ
: (b)AU(znB)=(AU7f)ﬁ(AUE)_=:Un(AU B) = AYB- -

10. (a) Benar

(b) Salah, seharusnya: AN A = @
- (¢) Benar -

‘(d) Benar -
(e) Benar
() Salah, seharusnya: CnN C = C
{g) Benar .
‘(h) Benar N T ' i R
(i) Salah, seharusnya : (B) = B C . T
(j) Salah, seharusnya: (4 — OOV C =A U-C
(k) Salah, seharusnya: BN (B— D)y =8B —D
(1) Benar .

SISTEM BILANGAN (Halaman 27)

1. Tidak selalu. Pernyataan tersebut hanya benar:jika e, # dan x semuanya posmf

tetapl tidak benar jikax < 0



Jawaban Soal-seal Latihan

405

2. Pernyataan yang salah — dengan perkataan lain, jawaban yang benar — adalah

().
3. (a) 0,375 © 0,150 (e 2,750
(® 0583 () —0,625 () — 1,667
* - 4. (a) Spbt = 24 {c) Spbt = 2]
(b) Spbt = 12 (d) Spbt = 6
5. () 11/24 (© 2 1621
(b) 1 % (d) 5 1/6
6. (a) — 0,292 (c) — 1,905
(b 0,417 (d) — 3,500
7. (@ % (c) 1
(b) 25/72 () 311718
8. (a) 0,562 (c) 0,184
(b) 2 (d) 0,192
9. (a) 117/84 C (c) 1728
(b) 25/84 @ 15 %
10. (a) 0,54 ‘() 0,0037
(b) 0,10 (d) 27,35

PANGKAT, AKAR DAN LOGARITMA (Halaman 40)

1. (a) 4 =16

{b) (— %0y = 65610000

(c) 4% = 65 536

@ (— By 7962
6 1296
2. (@ /36
‘(b) /129

3. @5 V5=1118
(b) 5 v/3375 = 75

= 39 1/16

© V9

@ V49 +/729
© 169 =13
) 2,5V4=5
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4, (a) Slog 625 e —(¢) 4log 16
(b) 4log 64 (@ log9 S
5. (a) 0,9542 = (0)'5,5918 . __
(b) 1,2304 (d) 0,3890 -
6. (a) 3,6990 (c) 5,6990 °
(b) 0,3010 (d) 2,3010
7. (a) 2 {c) 7,48 °
b 17 {d) 2
8. (a) 8,706 . (b) 9,27
9. (a) 2,3495' (b) 1
10, (a2 - (© 1
(b) 3 (d) 2,83

DERET (Halaman 48)

-

1. (a) 300 (c) 1250

(b) 425 , (d) 3125
2. S4 = 850; Sis = 300 dan  Jjp = 7750 ‘
3. @ 10 | . @16
(b) 200 L (d) 2800
4. (a) 40 (¢) 250
(b) 85 (d) 85 885 -
5. (a) — 1500 , (c) 346 500
(b) 22 - (d) 346 500
6. (a) 54 - {c) 98
(b) 4 . < () 720
7. a =90 dan b= —130
8. Pada SlO :
9. n =10
10. (a) 2 430 : (d) 3 640
(b) 196 830 () 295 240
(c) 47 829 690 (f) 71 744 530

™
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11. (a) 50 (c) 12 800
“(b) 4 (d) 17 050
12, (a)'IZ T {c) 1562 '
(b) 156 250 : (d) 39 062
~ fs. (a) 48 (c) 33
(b) — 96 (d) — 63
14, Pada 54

15. (a) Pada Sg

(b) S5 DH > S5 DU

FUNGS I (Halaman 74)

1.

(@) x=4; = =2 .
(b) x = 0,35dan 5,65,y = — 2
{©) x = —1,19dan9,19; y = 7.47 dan — 1,47

8 .

(dx=—2dan3; y =1

« (a) Tidak simetrik terhadap sumbu — x, sumbu — p dan titik pangkal.

(b) Simetrik hanya terhadap titik pangkai,

(c) Simetrik terhadap sumbu — X, sumbu — y dan titik pangkal.

(d) Simetrik hanya terhadap sumbu — x. P

(a) Perpanjangan searah -— x terbatas hanya untuk interval — 10 € x < 16, dan
scarah — y lerbatas hanya untuk interval — 10 < y< 10.

(b) Perpanjangan scarah sumbu manapun tidak terbatas.

(c) Perpanjangan searah — x hanya berlaku untuk x > 2,5 sedangkan perpan-
Jangan searah — y tidak terbatas.

(d) Perpanjangan searah — x hanya berlaku untuk ¥ € 6 sedangkan searah — ¥y
hanya berlaku untuk 3 € 6. '

(a) Tidak mempunyai asimtot vertikal maupun horizontal, .

(b) x-= x 2 merupakan asimtot-asimtot vertikal dan ¥ = 1 merupakan asimtot
horizontal.

(c) x = —0,5dan y = 0,5 merupakan asimtot-asimtotnya.

(d) Tidak mempunyai asimtot vertikal maupun horizontal.

(@) @ —xy— 2" = (x + )x—2y) =0

{b) Tidak dapat difaktorkan

(c)} Tidak dapat difaktorkan
dxy—x2—x+y=(y—1)x—y =0
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3

@x=y9% y=0 ‘
(b) Simetrik hanya terhadap sumbu — x. ;
(¢c) Perpanjangan searah — x hanya berlaku untuk x* > 9, perpanjangan searah

— vy tidak terbatas. ) ‘
@x=—2 y=—2 \
{b) Tidak simetrik terhadap sumbu — x, sumbu — y dan titik pangkal. . o
(c) Perpanjangan kurva searah — x dan searah — » tidak terbatas.
(d) Asimtot-asimtotnya adalahx = 1 dany = 1.
() Persamaannya tidak dapat difaktorkan.

(a) x=—2dan6; y =12

(b) Tidak simetrik terhadap sumbu — x, sumbu — y dan titik pangkal.
(c) Perpanjangan kurva tidak terbatas.

(d) Tidak mempunyai asimtot vertikal maupun horizontal.

(e) Persamaannya tidak dapat difaktorkan.

(a) x=—2dan3; y=18

(b) Tidak simetrik terhadap sumbu manapun dan titik pangkal.
(c) Tidak terdapat batas perpanjangan kurva,

(d) Tidak mempunyai asimtot vertikal maupun horizontal.

(&) (x + 2)(x — 32 — y = 0 tidak dapat difaktorkan.

}l
A

( (0,18)

= (x4 20— I

_ = 2,0 g — 3 X
- (3, 0).
N
(a) Benar (d) Beénar -
(b) Benar (c) Salah; simetrik terhadap sumbu — y
(c) Salah;a.h.paday =0 (f) Salah; simetrik terhadap titik pangkal.

(a.v. pada x = 1)
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FUNGSI LINEAR (Halaman 89)

I. @ y=2—2

by y=-—2
. 2. @y=2—x
(b) y=5+2x
3. (a) 8
(b) 4
4, (a) — 1dano0.
(b) — 4 dan — 3
5. (a) 2,6
(b) (2, 6)
6. (a) 282
(b) — 180
7. x=13, y=25
8 x=3, y=135
9. a=35, b=
10. p=1, q=2,

dan

r =13,

(¢c) 3dan—7
(d) 4dané6

(@ @, 6)
(d) 2, 6)

dan
()0

c=—35

s=4 dan ¢t=35

FUNGSI NON-LINEAR (Halaman 141)

I. (a) 29

(b) 10
2. (a) 4

M x =1, x, =13
3. (a) (2,5;20,25)

(b) (3;:21)

() (2; 40)

(d) (58,39;2,77)

' 4. (a) hiperbola
(b) elips

5. (a) parabola
(b) lingkaran

dan
dan
dan
dan

(3,5; 2,25)

(—40

(— 4,57; 58, 72)
{— 190,87; — 5,77)

() —1
(d) 36

{(c)9
(d) 4

{c) lingkaran
(d) parabola

(c) hiperbola
{d) elips
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6. (@ (—41D), r=6 St ©E42), r=0
by 44, r=6 . (d(—40, r=0
‘ “
7. (a) (0; 0), jari-jari pendek (r) = 5, jari-jari panjang (,) = 10 .
(b} (2; 3), jari-jari pendek (r,) = 2, jari-jari panjang (r,) = 3 .
(¢} (— 4,2), jari-jari panjang (ry ) = 6, jari-jari pendek () = 3 - -

@ (—42, =r=0

8. @ (23), m=n=1, y=x+1,.py,=—x+5
(b) (I; 1), m=2 n=13, Y =L5x—05 y,=—135x+25
() (2;,3), m=2, n=3, y =15, y,=—15x+6
(d) 0,0, m=n=2, y=x, y=—x

9. (a) ( 5; 2) parabola terbuka ke atas
(b) ( 3; 10) parabola terbuka ke bawah
{c) ( 2; 6) parabola terbuka ke kanan
(d) (12; 6) parabola terbuka ke kiri

10. (1; 0) dan (3;0).

FUNGSI EXSPONENSIAL DAN FUNGSI LOGARITMIK {(Halaman 164)

I. Pola kurvanya seperti Gambar 7-23(b).
Titik potong (0; 2,05), asimtot y = 2,

2. Pola kurvanya seperti Gambar 7-24(c),
-~ Titik potong (0; — 2,4), asimtot y = — 2.

3. Pola kurvanya seperti Gambar 7- 23(c)
Titik potong (0; 0) dan asimtot y = — 3
Kurva eksponensial ini melalui titik pangkal (0; 0).

4. Pola kurvanya seperti Gambar 7-23(a).
Titik potong (0; 0,55), asimtot y = 0,5.

5. Pola kurvanya seperti Gan;bar 7-24(a).
Titik potong (6,4377; 0) dan (0 2,4), asimtot y = 3.

6. Pola kurvanya seperti Gambar 7-24(c).
Titik potong (— 18,3258; 0) dan (0; — 6), asimtot y = 4,

7. Pola kurvanya seperti Gambar 7-23(f).
Titik potong §_ 1; Oy dan (0; — 2), asimtot y = — 6.
A2,4661) = — 4,5285, sedangkan f{7,3983) = — 5,8008.
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8. Pola kurvanya seperti Gambar 7-24(d).

Titik potong (0,6931; 0) dan (0; — 0.5), asimiot y £ 0.5, -

f3)= 0,4502, sedangkan fil— 3) = — 19,5855.

9. Pola kurvanya seperti Gambar 7-27(b).
Titik potong (19,0855; 0) dan (0; 0,75).
JS4) = 0,347‘7_ dan 19) = 0,1744.

10. Pola kurvanya seperti Gambar 7-27(d).

Titik potong (— 0,1175; 0) dan (0; — 50).
J14) = —693,7752 dan A9) = — 971,0340.

LIMIT (Halaman 189)

1.3 2. 242
3. 10 4,2
5.8 6. — 16
7.2 B. 14
9.4 10. 10
11. 225/64 12. 3

13. —1 14, 0

15. 1 . 16. 4
17. 3. 18. 1

19. ¥ : 20, ca

KESINAMBUNGAN (Halaman 193)

. sinambung
- asinambung titik pada x = — 7

. asinambung titik pada x = Y%

il
w

. asinambung titik pada x

1
2

3

4

5. asinambung tak berhingga pada x = 4
6. sinambung

7. asinambung berhingga padax =0

8. asinambung berhingga pada x = 3 )
9. asinambung tak berhingga pada x = 3

10. sinambung.

4Mm
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DIFERENSIASI DASAR (Halaman 207)

1. 62 —8x+ 7 2,03 x 2 —12x72
3. 6xX—12x—8 4,12 +.3 + x
5, B bx+ 4 6.30x + 1 ,
2x —12x+ 18 . o
7.6x+12—2x(15 + 6x-2) 8. — (20 x + 8)/»*
9. —5loge 10. 6xloge .
r—x—6 ' r=1"
1, _—>5 12. & ma e
X—x—6 X
13. 10 2x + In10) .- 14, (1/x — In 2 x)/e"
15. 22 + 52 + 2x)e” +3x—? 16. 4x€ '€ (| & n2x)
, .
7. L 18, Ay S
4+ 2y 10 y— 4
. '_ .t-_ rn!
19. 2%X—=7, 20 T
x4+ 2y _ 2 exy + 28
DIFERENSIASI LANJUT (Halaman 219)
1. dy =0,74 A y=0745616 dp/dc  "under-estimated”
2. dy = 0,460937 A y = 0,4553572 dy/dx " over-estimated”
3. (@) 12x—8 (b) —6x? + 36x*
(© 12x— 12 (d) 12 — x1?
4. (a) (432 x — 144)/x" (b) —(120 X"+ 96)/x6 T
(c) 2/x (d) 3/8)x— 572 +{10/2T)x—*1 4 (21/64-x— 13

L

. Menurun pada x = 3 dan menaik padax = 6

6. Menaik baik pada x = .3 maupun padax = 6
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L)

7. (2) (4; 7) minimum
(b) (5; 2) minimum

(b) (4; D maksimum
(d) (3; 10) maksimum.

413

8. (0; 0) minimum, menyinggung sumbu — X, memotong sumbu — y pada y = 0.

4

9. (a) maksimum : (1;47)

/ titik belok :(3; 3D
minimum 1 (5;15)

(b} minimum : (0; 0)

titik belok  : (3; 108)
maksimum : (6; 216)

10. maksimum (— 3; 54), titik belok (0; 0), minimum (3; — 54)
menaik pada x = + 4 dan menurun pada x = + 2.

DIFERENSIASI PARSIAL (Halaman 252)

. (@ @ /9 x=8x—12x7 + 32
d ¥y3 z2=—6Xx +6x1+ 62

) (9 /8 x)dx = B8x— 12xz+ 322 ) dx

(0 /3 Ydz=(—6x + 6xz+ 62 dz

©dyv=08Bx—12xz+ 32" )dx + (—',Gx’ + 6xz+ 62)dz

2, (a) @ y/@ x

=6x+4xz—4z7

QY3 z=—10z+2x —8xz—9

3 *y/d X =6+4z '

d *y/o 78 = — 10 — 8x

9 *y/a x9 z=4x—8z

3 *y/9 29 x=4x—8¢

(b) @ 0 x=12x + 8 x/z

9 /9 z=—4x/72 -3

9 *y/9 x* =12 + 8/z

a *y/o * =8x/2°

8 *y/9 xd 7 = —8x/7?

Q 2y/0 73 x= —8x/7
'£.x=3,z=4dany=I2(minimum)

4, ¢ =3, r=4danp

5. Untukx=4dany=—2 —
Untukx = —4dany =2 —

4
4

6. r = 20, s = 2 dan f(20, 2) = 360

7 (maksimum)

20 (maksimum)
— 20 {minimum)
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7.x=28,y

= Sdan f(8, 5) = 225 -
8. x=4 y=7danf(@ 7 = 267 (
9. @ x =6 y=12 dan  f(6, 12) = 648 )
(b) x = 6, y=12 dan f(6, 12) = 648 iy
10. @x=3, y=4 dan [f(31,4) = 1517
(b)) x=131, y=4 dan f(31,4) = I517.

INTEGRASI TAKTENTU (Halaman 272)

1. Ly + &

4

2 — Lk
3

3. 3% + Kk

4, Slnx + k

5. Lo Zxng4x4k

3 3

6. 22+ 507+ k
1s

7. =3V I1I—-X+k

8. et (X2 —2x+2) +k

er
1+ x

10. lx”2 +2x"+ k

3

+ k

1. \/2x(1—%x+ Aeyik
5

12. Lxt a4 25x 4+ k

4

s
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1B lenmx—Le i
. 4

2

4. & (2 +1) + &

15 —Leraxt+ )+ k
9 .

16. —Le7?y &
2
17. -;—x’ +3x—2Inx+ k

18. —In{(x+ 10 +(a+1p}+k

1
2
1

19. X +3x+ 49 + k&
4 :

20. xmy x4 n 4 g

5 7

INTEGRASI TERTENTU (Halaman 281)

1. 10 6. 9 11. 9

2. 260 7. 10 12. 20

3. 2080 8. 172 13. 3,7

4. 2350 9. 132 14. 29/4
5. 132 10. —2350 15. 3,5 2.

PENGOPERASIAN MATRIKS (Halaman 298)

1. 1 o 27 —1 0 0]
A+B=1{1 2 2 A—B = |—1 0 —2

1 2 3 ' 1 2 1

2 2 6 10 0 —2 47
x'+Y='L 10 14 X—Y= |2 0 —2
o 14 18 4 2 . ol
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3 14 14 0 — 2
@ |8 3] 0O |3 15
—10 2] 2 10 v
(b) , @ |—2% -
0o 9] 4 9
4. (a) (AC),,, d BO),,,
() (D4, , (€ (DAC),,
(9 (AD),,, () (BCDA),, ;
5 1 —6 —1 2 10 18
@Z=| 0 —5 —I10| (WZ=|2 10 18
1 —4 — 9 2 10 18
6. 14 32 50

XY = |32 77 122

50 122 194

7. KL= [48 88 73]

LM tak bisa dioperasikan, begitu pula KLM.

8 1 0 0 0 —24 —52
(a) (b) (©
1 0 16 16 —24 —52
9 0 3 —4 — 2 —16 —1
(@ |4 —4 1 © |—1 —2 1
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L0 —3 4 2 16 1
b | —4 4 — @ | 1 21 —1
—3 1 3 —15 —8 —5
10. Do 60 33 55
(a) ' (c)
(10 s 7 6
[34 18 —18
—33 —55
Ml 35 —15 (d)
—7 —6
137 14 —2

PENGUBAHAN MATRIKS (Halaman 308)

1. 3 2 ¢ =[—3 —2 9]
@' = |—7 b o= 4
9 —6 a =2 8 3]
2 3 7
4 2 9
A, = 2 —8 B" -
5 —8 4
1 9
3 o 6] 6 — 27|
P+Q+RY =|6 —3 P—Q—R) = |8 11
19 —3 [—1 .
=) 8| =) 8 |
P+Q—R =4 —s5 P+Q—RY=|—4 _ 5
7 —1 17—
L — — —
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4. : — 8 8 — 8 . 10 =10 10
B+Q R=|— 1 1] — 1 | (P—QR=|—21 21 —21
20 —20 20 ' 10 —10 10

— 7 20 —30 |

74 88 -
P(Q + R) = R—P)Q=|—39 36 42
—62 —138
| 57 —s6 —52 |
s. 18 — 15 10 | o4 1128
@ | | (©
810 —627 298 422 — 5064
o 810 | _
: 17 93—'
) |—117  —423
(d) J
_ 4 262
— 348 B

DETERMINAN DAN ADJOIN MATRIKS (Halaman 321)
1.1A]| =60 |B| =34 |C| =174

2. Minor-minor matriks A :

M, = 2 @% M, = 11
Sl "

My =— 5 My = = My = 5

M,=— 75 My, =— 3 w=—"7

Minor-minor matriks B :

M, = 1 M,=~1D  M,=—12 M= IS
M, = — 56 M, = =68 M, = —76 M, = 112
M, = —10 M, =—26 M, = —16 M,= 20
M, = 8 M, = 14 M,= 6 M= —16
Minor-minor matriks C :

M, = 10 M,= 4 M, = 28

M, = — 56 My = — 12 M, = 3

M, = 22 M, = —26 M, =— 8

Eal 32
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3. Matriksjkofaktor :

"

I

(A,

i

(B,)

adj. A

adj. B

adj. X

adj. Y

f

’— 26 —17
5 _— s
— 5 5
[ 1
56 098
—10 26
— 8 14
Y 5
—37  —s
| 1 s
o 56
11 —o98
—12 7
—15 12
—2 13
—2 6
| s —1s
[ g 2
2 2

-2 — 2

112

16 |

adj. C =

419
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PEMBALIKAN MA-TRIKS (Halaman 327) © v (: B 3
- Vo ) . T ¢
- ‘-\l
1 k 0 1 0 ? LT
1. Determinan = |, = C . e

—
.
(=1
[
=21

2. Deterininan

i

—
-

Il

3. Determinan = 0, balikannya tak ada.

4. Determinan = —1,

5. Determinan = 0, balikannya tak ada.

1 23], [C12e s b
6. Determinan = —24, |5 7 4| = 724 1/8  —11/24
213 /8 —1/8 1/8
it "
32 -1 4 —10 ° 1
" 7. Determinan = 1, 4 3 —1 =|—15 11 —1
—1 2 4 | n —s 1
—t T .
400 —2| - 1734 28/17 —5/17 —4/17
» Tr11 o - 11/34 —49/17  13/17 /17
8. Determinan-= 34, : =
140 3 |— 6717 38717 —8/17 —3/17

227 —4 N 15/34 56/17 —10/17 —8/17
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9, Determ_i‘nan = '0, ba'likanr'lya tak ada

10. Determinan = 0, balikannya tak ada

SISTEM PERSAMAAN LINEAR (Halziman 331)

Lx =35, X, =8

2x!=l, x, = 2, x, =3
Jx=—W X, =1, x, =—2

4, x =1, y =—1, z=2

5.a=1, b =2, c=3, d=4

ANALISIS MASUKAN-KELUARAN (Halaman 340)

1. (a) a, = 11/41 a, = 19/240 a, = 1/185
a, = 5/41 a, = 89/240 a, = 40/185
a, = 5/41 a, = 37/240 4, = 37/185
a, = 20/41 a, = 95/240 a, = 107/185

(b) Keluaran total yang baru bagi sektor :
Pertanian = 78, Industri = 389 dan Jasa = 144,

(é) Nilai tambah yang baru bagi sektor :

Pertanian = 38, Industri = 154 dan Jasa = 83.
2. Keluaran total yang baru bagi sektor :
Pertanian = 80, Industri = 338 dan Jasa = 236.
3. (a) a, = 1/4 a, = 1/4 a, =1/3
a, = 1/4 a, = 1/2 a, = 1/5
a, = 1/4 a, = 1/4 a, = 1/3
a, = 1/4 a, =0 a, = 2/15

(b) Keluaran total yang baru bagi sektor 4 = 469,56;
sektor B = 542,61 dan sektor C = 469,56.

(c) Perubahan nilai tambah .
sektor A = 37,39; sektor 8 = 0 dan sektor C = 22,61.

4. Kenaikan atau penurunan keluaran total pada sektor A = 161,74; pada
sektor B = 69,57 dan pada sektor C = 71,74.
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PROGRAMASIT LINEAR (Halaman 379) <
I
Xy
A

\ [l
8.
1\~ >
6 Area laiknya ialah bidang ABCD
4
B

2. @ x=2, x,= 4, zmaks.= 26
{(b) a = 4, b=12, z maks. = 7200
(c) a=4, b= 12, zmin, = 7200
{(d) x = 4, y= 2 zmin. = 66

3. Andaikan z : penerimaan penjualan per minggu (rupiah)
X, : jumlah kamera Potret-1 yang diproduksi per minggu
x, : jumlah kamera Potret-2 yang diproduksi per minggu
X, : jumlah kamera Potret-3 yang diproduksi per minggu
maka rumusan mode] programasi linearnya adalah :

Maksimumkan z = 40.000x, + 50.000x, + 75.000x,
terhadap X, 2 25
X = 100
X, = 48

|
4x/12 + 2,5%/12 + 6x/12 < 130
3x/124 4x/12+ 9x/12 < 170

1x/12+ 2x/12 +4x/12 € 52
Xy X%, X% 2 0 )
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5.

10.

423

4= 129 unit, B = 60unit, laba maksimum = Rp 1,32 juta.

'Roti kualitas I = 200 unit, roti kualitas I[ = 100 unit, keuntungan maksimum =
Rp 80 ribu per hari.

.28 unii' ban loar dan 150 unit ban dalam, dengan keuntungan maksimum

Rp' 55.000,00 per hari.

. Prima = 200, Utama = 65, Unggul = 120 dan Keuntungan = Rp 5.375,00 per

minggu.

. Jawa = 3000, Sumatera = 5000, Sulawesi = 2000, biaya kiriin total {minimum)

= Rp 960 ribu.

x, = 380,00 x, = 46,67 .

x = 123,33 x, = 70,00

x, = 80,00 X, = 46,67

x, = 43,33 ) X, = 70,00

x=x =0 ' z maksimum = 63.760,16

x, = 0,2593 x, = 0,7037 x, = 0,0370 x, =0
Z minimum = 511,12

TEORI PERMAINAN (Halaman 399)

Terdapat titik pelana, permainan bersaing ketat. Strategi optimum bagi
X adalah strategi 1 dan Y juga strategi 1, sedangkan nilai permainan
adalah 5. Permainan cenderung menguntungkan X,

. Tidak terdapat titik pelana, permainan tidak bersaing ketat.

3. Terdapat titik pelana, permainan bersaing ketat. Strategi optimum bagi X

adalah strategi 1 dan bagi Y adalah strategi 3, sedangkan nilai permainan
adalah —8. Permainan cenderung menguntungkan Y. -

Tidak terdapat titip pelana, permainan tidak bersaing ketat.

5. Terdapat titik pelana, permainan bersaing ketat. Strategi optimum bagi X

adalah strategi 2 dan bagi Y adalah strategi 1, sedangkan nilai permainan
adalah 4. Permainan cenderung menguntungkan X.

6. ‘Tidak terdapat titik pelana, permainan tidak bersaing ketat,

7. Terdapat titik pelana, permainan bersaing ketat. Strategi optimum bagi X

adalah strategi 3'dan bagi Y adalah strategi 2, sedangkan nilai permainan
adalah 18. Permainan cenderung menguntungkan X,

. Tidak terdapat titik pelana, permainan tidak bersaing ketat.
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10.
11,

12.
13.
14.

15. p

Terdapat titik pelana, permainan bersaing ketat. Sfrategi optimum bagi X
adalah strategi 3 dan bagi Y adalah strategi 4, sedangkan nilai permainan
adalah 25. Permainan cenderung menguntungkan X,

i

Tidak terdapat titik pelana, permainan tidak bersaing ketat.

p=1/3, p.=2/3, q =59 @ =4/9.
Nilai permainan adalah 57/9, permainan cenderung menguntungkan X.

Dy = p2 = @ = gy = 1/2. Nilai permainan adalah 1, permainan
cenderung menguntungkan X.

pl = 2/9! D = 7/9, g = 5/9, q: = 4/9.
Nilai permainan adalah 71/9, permainan cenderung menguntungkan X,

=23, p.=13 q =715 q. = 8/15.
Nilai permainan adalah —2/3, permainan cenderung menguntungkan Y.

Nl]al permaman adalah —13 permaman cenderung menguntungkan Y
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FAKULTAS EKONOMI UNIVERSITAS GADJAH MADA YOGYAKARTA
UJIAN SISIPAN SEMESTER GENAP TAHUN AKADEMIK 1987-1988

Mata Kuliah : Matematika II
Dosen : Drs. Dumairy, M.A.
‘ Hari, tanggal : Rabu, 9 Maret 1988
© Waktu : 100 menit

1..  Hubungan antara penerimaan penjualan (sales revenue, S) sebuah perusahaan dengan
biaya pengiklanannya di majalah "Tempo” (T) dan "Editor" (E) ditunjukkan oleh

persamaan;
200 - 100 E
S = +
54+T 10 +F
Besarnya profit netto adalah 1/5 dari penerimaan penjualan dikurangi biaya peng-
iklanan, Anggaran pengiklanan yang disediakan sebesar 25. Tentukan bagaimana
perusahaan harus mengalokasikan anggaran pengiklanan tersebut agar profit

nettonya maksimum. Kemudian, hltunglah besarnya profit netto maksimum
tersebut!

@ Andaikan:

7 5 .
A =12 3 B=|:9'21] C=['35]
0 1 4.4 4 7 4
Hitunglah:
ay CBA
b) CB+A
c) B'CA’

3. Kepuasan /da lasha dari membintangi dua jenis film ditunjukkan oleh persamaan
utilitas total U = kd2— 10k (k melambangkan jumlah film komedi, d
melambangkan jumlah film drama). Untuk membintangi setiap film komedi
dibutuhkan waktu 2 minggu, sedangkan untuk membintangi setiap film drama
diperlukan waktu 8 minggu. Ida sudah memutuskan bahwa, untuk 3 tahun
mendatang ini, ia tidak akan mencurahkan waktu lebih dari 116 minggu untuk
membintangi kedua jenis film tersebut. Berapa curahan waktu yang paling optimal
dijatahkannya untuk membintangi masing-masing jenis film agar kepuasannya
maksimum? Hitunglah nilai kepuasan maksimum tersebut!
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UJIAN AKHIR SEMESTER GENAP TAHUN AKADEMIK 1987-1988

Mata Kuliah

Dosen :
Hari, tanggal :
Waktu

Matematika I

Drs. Dumairy, M.A.

Rabu, 25 Mei 1988
100 menit

'
ey

1. Permintaan akan barang A, B dan C masing-masing ditunjukkan oleh persamaan-

* persamaan berikut:

' 3 -2
O PP ~1=0

dalam hal ini @ melambangkan kuantitas yang diminta, sedangkan P melambang-

kan harga barang per unit,

i -2
OpP PP — 05

=0

2.2

P dPvPc -

a) Jelaskan s1fat permintaan akan masing-masing barang; apakah elastis, elastis-

uniter, ataukah in-elastis!

b) Jelaskan pula hubungan-hubungan antara A dan B, antara A dan C, serta antara
B dan C; apakah substitutif, independen ataukah komplementert

2, a

b) Sebutkan 3 dari 5 sifat matriks-balikan (inverse)!

¢) Sebutkan 3 cara penyelesaian sistem persamaan Imear (n persamaan dalam n
variabel) secara serempak/simultan!

@ Susunlah balikan (inverse) dari matriks-matriks di bawah ini:

12
6
A=|-9
15
3

-5
14

-3

16

-7

=

-3
15
-
19
18

6

I5
30
30

5
36

12

Sebutkan 5 dari 12 sifat determinan yang saudara ketahui!

9
20
18

7
24

8

.8‘
25

16
11
3

10
24

12
0 -

10
35
0
4
28

14 |

4. Dengan menggunakan prosedur standar (metoda ehmmam Gauss), hitunglah x, y
dan z dari sistem persamaan linear berikut:

3x -4y +2z=-2;

xXt+y—z=6;

2x+5y+z=0.
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-F. AKULTAS EKONOMI UNIVERSITAS GADJAH MADA YOGYAKARTA
UJIAN SISIPAN SEMESTER GANJIL TAHUN AKADEMIK 1988-1989

) u,," Mata Kuliah :  Matematika I
» . Dosen -, - Drs. Dumairy, M.A.
-t .. - Hari,tanggal :  Sabu, 1 Oktober 1988 -
Waktu . - .,r : 90 menit

1. Jelaskan kapan sebuah persamaan fix, y)'= .0 akan simetrjk terhadap sumbu x,
sumbu y dan titik pangkal! Berdasarkan argumentasi di atas, selidikilah kesimetrian
kurva persamaan X3 yz = 0 terhadap sumbu x, sumbu y dan titik pangkal!

2. Menurut catatan Kantor Perdagangan, data mengenai harga “mairan orang jompo"
per unit, jumlah yang: dxscdlakan oleh produsen untuk dijual, dan jumlah yang

dibeli konsumen selama semester pertama 1988 tercatat sebagai berikut: :

fn
- s

Bulan Jan. -.Febr_. Maret  April - I{/Ieix Juni
Harga per Unit (Rp) * 90 100 1200 110 - 125° LAso

* ' Disediakan produsen” © 30 50 90 7001007 150
. Dibelikonsumen * © 230 © ‘200 © 140 © 170 125 50

a) Seandainya tingkat harga pasar yang berlaku adalah Rp 123 00 per unit, berapa
r unit yang akan disediakan oleh produsen untuk dxjual dan bcrapa unit yang
akan dlbell konsumen" '

b) Pada tingkat harga dan kuantitas berapa‘keseimbangan pasar akan lercipta?'

;
3. Seca:a nas:onal masyarakat dl sebuah negara menaml_:»ah konsumsinya 64
C l’l‘ll[la.l' untuk setlap tambahan pendapatan sebesar 80 mxlimr ;e;;leﬁntah negara
yang bersangkutan bermaksud hendak menaxkkan tingkat pendapatan nasionalnya
darl 14 tnhun men_;adl lS tnhun Untuk ltu, dllakukan penambahan investasi
sebe.sar 250 mlhar Bagalmana menurut pendapat saudara keputusan pemerintah

: tersebut?- )
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Mata Kuliah Matematika I '
Dosen : Drs, Dumairy, M.A, .
Hari, tanggal : Sabtu, 10 Desember 1988 -

Waktu : 100 menit ..

1. Menurut Lembaga Penelitian “"For Cash”, besar kecilnya hadizh yang diperoleh
- seseorang dari mcmbéli TSSB dan Kupon SOB dicerminkan oleh persamaan

H = 4000T3/ 5K2j5 (H melambangkan besarnya ladiah). Harga selembar TSSB

dan KSOB masing-masing Rp 3.000,00 dan Rp 1.000,00. Jika seseorang meng-
anggarkan Rp 165.000,00 untuk membeli kedua Kupon undian ite, berapa lembar
masing-masing kupon sebaiknya dibeli agar hadiah yang diperolehnya maksimum?
Berapa besarnya hadiah maksimum yang akan ia terima? Dengan menganalisis

kasus ini, kesimpulan apa yang bisa saudara tarik?

% a)  Seclesaikan limit [(2¢* + ¢7) / 3] untuk nilai x mendekati 0.
b} Tentukan apakah fungsi dalam soal a) di atas sinambung untuk semua nilai x
ataukah asinambung pada kedudukan x tertentu. Jika asinambung, jelaskan

bentuk ketidaksinambungannya!

2 2x
¢) Tentukan dy/dx untuk y = x%¢* * 9%~ 3 dan y = 2:€

3. Biaya tetap keseluruhan yang dikeluarkan oleh seorang produsen monopolist sebesar
20. Sedangkan biaya variabelnya ditunjukkan oleh persamaan VC = O.IQ2 —40.
Berdasarkan pengalamannya, jika harga jual barang ditetapkan 10 maka akan terjual

50 unit. Tetapi ia bisa menjual sebanyak 70 urﬁtjika per unit barang dijualnya se-

harga 6. Sementara itu, pemerintah bermaksud memperoleh pajak secara maksimum
dari usaha si monopolist ini. Si monopolist juga bersikeras hendak meraih profit
maksimum meskipun usah?nya dipajaki secara optimum oleh pemerintah. Berapa
tarif pajak optimum yang harus ditetapkan pemerintah? Berapa kuantitas-penjualan
optimum si monopofist_? Berapa harga jual barangnya per unit, dan berapa profit_

maksimum yang diperolehnya?
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r

o d MataKuliah :  Matematika Il
’ . Dosen : Drs. Dumairy, M.A.
Nt Hari, tariggal Sabtu, 8 Maret 1989
Waktu : 105 menit

Menurut sebuah pengamatan, data mengenai harga jual per unit suatu barang serta

jumlah yang ditawarkan dan diminta tercatat sebagai berikut:

Harga 0 5 10 15 20 25
Penawaran ~100 0 100 200 300 400
Permintaan 206 175 150 125 100 75

Berdasarkan data tersebut, hitunglah masing-masing surplus konsumen (Cs) dan
surplus produsennya (Ps); kemudian tunjukkan hasil-hasil perhitungan saudara pada

sebuah grafik!

Jelaskan perbedaan antara Matriks Diagonal, Matriks Skalar dan Matriks Identitas,

serta berikan masing-masing sebuah contoh!

3. Tunjukkan masing~masing sebuah contoh dari Matriks Simetri, Mhatriks; Simetri

Miring dan Matriks Ortogonal (semuanya berorde 3 x 3)!

® Carilah nilai-nilai x, y gla'n z dari sistem persamaan linear berikut (dengan meman-

b

faatkan metoda matriks):
2x =y =4z ='2 : -
x+3y+7z =5 ; i

il
—_—

x—2y—5z
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»

Mata Kuliah : Matematika I L. -

Dosen : Drs. Dumairy, MLA. ,

Hari, tanggal : Sabtu, 20 Mei 1989 e
Waktu T 110 menit T

Perusahaan "Eksekseks" menghasilkan tiga macam produk; X, X, dan X;.
Masing-masing produk menggunakan 4 macam masukan dalam proses produksinya
yaitu K, L, M dan N. Profit marjin (harga jual minus ongkos produksi rata-rata)
produk X, adalah 80% dari profit marjin produk X, sedangkan profit marjin X4
adalah setengah profit marjin X i

Dalam rangka upaya perusahaan memaksimumkan profit marjin total, Presiden
Direktur perusahaan meminta staf ahlinya untuk menghitung berapa unit masing-
masing produk sebaiknya dibuat. Sang staf ahli telah mengerjakan perintah itu,
namun belum selesai karena keburu "dibajak” oleh dan pindah ke perusahaan lain, Ja
baru mengerjakan sampai tablo berikut:

VD : X kg X3 5 S9 S48y S
z 1 =20 0 20 30 -16 20 10 -1.530
x9 0 0 8 1 0 3 0 04 15
sp 0 4 0 4 10 4 0 1 24
§4. 0 6 0 4 2 0 12 18 48
xq 0 0 1 0 8 05 0 2 30

1

a) Selesaikanlah pekerjaan programasi linear di atas sampai diperbleh tablo ter-
akhir (tablo optimal)!

Kemudian, berdasarkan tablo optimal yang Saudara peroleh:

b) Tafsirkanlah arti masing-masing angka pada kolom Solusi!

¢} Tafsirkanlah arti masing-masing angka pada baris pertama (baris z dari kolom-
kolom sy, sy, 53 dan kolom 54!

d) Berapa rupiah profit marjin masing-masing produk?

Hubungan masukan-keluaran antarscktor dalam perekonomian sebuah negara, pada
tahun 1989, ditunjukkan oleh matriks transaksi berikut:
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5
. l> Sektor 7 Permmtaan I Keluaran
) Pertanian  Industd . Jasa ARhir Total
Pertanian 20 40 10 30 100
)‘ndusm' 20 160 10 150 300
—{ Jasa 40 60 30 70 200
Masukan Primer 20 100 130 500 750
Keluaran Total 100 300 200 750 1350

Menurut Badan Perencanaan Ekonomi negara tersebut, lima tahun yang akan datang
permintaan akhir terhadap masing-masing sektor akan meningkat menjadi 50
(Pertanian), 250 (Industri) dan 100 (Jasa). Sedangkan permintaan akhir terhadap

nilai tambah diharapkan meningkat 20 persen.

. @)  Susunlah matriks transaksi yang baru!

b) Berapa persen pertumbuhan pendapatan nasaonalnya rata-rata p-er tahun?
c) Hitunglah elastisitas produksi setiap sektor berkenaan dengan masukan

masing-masing sektor!

d) Sebutkan setidak- udaknya dua kelemahan analisis masukan-keluaran (inpur-
output analysis).



434

S
et

L

L,

{

FAKULTAS EKONOMI UNIVERSITAS GADJAH MADA YOGYAKARTA

UJIAN SISIPAN SEMESTER GANJIL TAHUN AKADEMIK 1989-19%0

Mata Kuliah Matematika I e,

Dosen : Drs. Dumairy, M.A. \L :

Hari, tanggal : Kamis, 21 September 1989 “v.. .
Waktu : 90 menit ™~

Perolehan keuntungan kapital (capital gain) seorang pialang berpola deret hitung.
Pada bulan ke-5 aktivitasnya di Bursa Szham ia beruntung Rp 700 ribu, Selama
tujuh bulan pertama, ia meraith keuntungan total sebesar Rp 4,62 juta,

a}) Berapa besar keuntungannya pada bulan pertama aktivitasnya?

b} Berapa pula keuntungan yang ia peroleh pada bulan ke-10?

¢) Hitungiah keuntungan kapital total pialang tadi selama setahun pertama ope-
_rasinya di Bursa Saham., ' .

Dalam sebuah kontrak pembayaran honorarium penerbitan buku, disepakati bahwa
penerbit harus membayar Rp 4 juta kepada pengarang, pada setiap akhir tahun
selama jangka waktu 5 tahun berturut-turut. Honorarium buku tadi oleh si

penpgarang dimaksudkan sebagai cadangan dananya untuk studi di manca negara.
Oleh karena itu setiap menerima pembayaran, langsung didepositokannya di bank
dengan tingkat bunga 15 persen.

2) Berapa sesungguhnya jumlah total honorarium terscbut?

b) Seandainya saudara adalah sang pengarang, dan pitak penerbit menawari untuk
men-tunai-kan kewajibannya dengan membayar Rp 15 juta pada saat sekarang
(awal tahun pertama), bagaimana keputusan saudara? Mengapa?

Seorang calon investor sebuah proyek mengkalkulasi, bahwa proyek tadi selama
umur ekonomisnya akan menelan biaya total (meliputi biaya investasi dan biaya
operasi) sebesar Rp 400 juta, dan mendatangkan manfaat total senilai Rp 435 juta.

Berdasarkan perbandingan ini, ia kemudian memutuskan untuk melaksanakan niat
investasinya. Bagaimana pendapat saudara mengenai keputusan calon investor
tersebut, benar/tepat ataukah tidak? Jelaskan!

Y

S
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2
i Mata Kuliah Matematika I
J Dosen : Drs. Dumairy, M.A.
o~ _J-) Hari, tanggal Selasa, 28 November 1989
- Waktu : 100 menit - e
7 ] RAILAM BERDIIRY 53 2
FATULTAS EXONG!

DRIVERSTAS L2 DO
1. Tentukan dy/dx untuk keempat persamaan berikut; o S OCYAKARTA
a) y‘=x2ex2+5-"“3 b) y =2x¢€ :

¢ x =4y +8-y2 d  xy-—x2+y2=-87

2x

2. Biaya tahunan suatu proyek yang dibiayai oleh sebuah Pemda, berpola Gompertzian.
Pada permulaan periode (tzhun ke-nol), proyek itu mienghabiskan dana sebesar
Rp 15 juta, dengan tingkat kenaikan biaya sebesar 20 persen rata-rata per tahun.
Karena keterbatasan dana, Pemda menetapkan bahwa biaya proyek tersebut tidak
boleh melebihi Rp 25 juta per tahun. A

a)  Hitunglah besarnya biaya yang dikeluarkan oleh proyek tersebut pada tahun ke-5!
b} Berapa biaya total yang dikeluarkan sampai dengan tahun ke-5 tersebut?

@ Biaya tetap keseluruhan yang dikeluarkan oleh seorang produsen monopolist
sebesar 30, Sedangkan biaya variabel rata-ratanya ditunjukkan oleh persamaan
P AVC = 0,10 - 4. Reaksi konsumen terhadap tingkat harga yang ditetapkannya,

ditunjukkan oleh tabel berikut:

»
—

Harga per unit 5 7 10 12 15
Jumlah diminta 75 65 50 40 25

Pemerintah menarik pajak dari setiap unit barang yang dijual oleh monopolist, dan
berusaha memaksimumkan penerimaan pajaknya dari pasar barang tersebut. Semen-
tara itu, sang monopolist juga bersikeras hendak meraih profit maksimum meski-
pun usahanya dipajaki secara optimum oleh pemerintah.

a) Bérapa tarif pajak optimum yang harus ditetapkan oleh pemerintah?

b) Berapa kuantitas-penjualan oplim;um si monopolist?

c) Berapa profit si monopolist yang "hilang" karena dipajakinya barang yang ia
‘ pasarkan? . o
d) Tunjukkan secara grafik hasil perhitungan pada butir c.
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Mata Kuliah Matematika II i'
Dosen : Drs. Dumairy, MLA, Rl
Hari, tangpal : Kamis, 15 Maret 1590 “.
IR et Waktu : 117 menit M N

1‘ b

Scbuah perusahaan menggunakan input M dan input N untuk menghasilkan: output
Z. Fungsi produksi yang dihadapinya ditunjukkan oleh persamaan:

15z =100 + 0,4(m —5)2 + 0,5 (n —3)2 *

z melambangkan kuantitas output Z, sedangkan m dan # masing-masing
mencerminkan kuantitas input M dan N. Harga beli input M dan N masing-masing
8 dan 5 per unit, sedangkan harga jual outputnya 30 per unit.,
Berapa unit masing-masing input sebaiknya digunakan agar profit perusahaan itu
maksimum? Hitunglah besarnya proflt maksimum tersebut.

Penerimaan marjinal (marginal revenue) seorang produsen ditunjukkan oleh
persamaan

MR =24 -840 + 0,602 (Q mencerminkan kuantitas output)

a. Tentukan persamaan permintaannya! D (\)

b. - Berapa unit barang terjual jika harga jualnya 6 per umt" R

c. Berapa unit barang harus dijual agar penerimaan total (total revenue)
maksimum?

d.- Hitunglah besarnya penerimaan total maksimﬁm dan harg.a jual yang meng-
hasilkan penerimaan total maksimum tersebut!

Determinan mempunyai beberapa sifat antara lain:

- Nilainya nol jika unsur-unsur pada salah satu baris/kolom semuanya nol;
- Nilainya nol jika terdapat dua baris/kolom yang unsur- unsumya sama.

Sebutkan setidak-tidaknya lima sifat lainnya!

Tentukan balikan (inverse) dari matriks-matriks berikiit; . TR -

[~ 3 2 4 1 3]
2 4 & . 10 4 7 ‘_ 2: 8
a. -1 2 3 _ b. 12 8 16 5. 12
1 4 o 8 6 14 . 10+ ©

| o 4 1s 7, c‘;J
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FAKULTAS EKONOMI UNIVERSITAS GADJAH MADA YOGYAKARTA

UJIAN AKHIR SEMESTER GENAP TAHUN AKADEMIK 1989-1990

“,l'? Mata Kuliah MatematikaIl -
Py Dosen : Drs. Dumairy, M. A,
~ - Hari, tanggal : Selasa, 5 Juni 1990
o : Waktu . 120 menit

Baik teori Kalkulus Diferensial, Metoda Pengganda Lagrange, Metoda Kuhn-
Tucker, maupun Programasi Linear, sama-sama bermanfaat bagi penyelesaian
persoalan optimasi (pencarian nilai-nilai ekstrem, maksimum dan minimum). Akan
tetapi mereka sesungguhnya diterapkan pada kasus yang saling berbeda.

Jelaskan dalam kasus optimasi yang bagaimana masing-masing mereka diterapkan!

Menurut seorang pelatih sepakbola, jumlah gol yang diciptakan oleh sebuah
kesebelasan dalam suatu pertandingan dipengaruhi oleh "faktor kebugaran-fisik" (F)
dan "faktor ketrampilan" (K) para pemain. Baik kebugaran fisik maupun keteram-
pilan dapat dinyatakan dalam ukuran "satuan” tertentu. : '

Andaikan dalam pertandingannya melawan "Magister United", kesebelasan "Yogya
Palace" harus membayar Rp 5 dan Rp 3 untuk setiap satuan kebugaran-fisik dan
ketrampilan yang dicurahkan oleh para pemainnya. Sedangkan fungsi produksi gol

kesebelasan "Yogya Palace” ini dicerminkan oleh persamaan G = F S5/8k3/8; dalam
hal ini G melambangkan jumlah gol.

-1

Jika "Yogya Palace" memutuskan hanya akan membobolkan gawang "Magister
United"” dengan sebanyak 10 gol saja, berapa satuan masing-masing faktor

kebugaran-fisik dan faktor ketrampilan yang harus dicurahkan oleh para pemain

"Yogya Palace"?

Koperasi "Triple X" memproduksi tiga macam barang, x1 dan x2 sertz x3;
masing-masing menghasilkan profit marjin senilai Rp 50, Rp 60, dan Rp 40, "
(angka-angka dalam ribuan). Untuk membuat setiap unit x1 digunskan 2 unit
bahan/masukan A, 4 unit bahan B, 3 unit C dan 5 unit D. Pembuatan tiap unit x2
memerlukan 4 unit A, 2 unit B, 5 unit C dan 4 unit D. Tiap unit x3 terbuat dari
hanya masukan A, B dan D masing-masing sebanyak 3, 4 dan 3 unit. Tablo
optimal dari penyelesaian masalah Programasi Linear-nya tercatat sebagai berikut:



e
. [
’ Lo
<
VD .2 Xp X2 'x3- 8] 59 s;{; 54 S
z 1 0 0 0 0 4 0‘1,\7 1900
: LN
1 0 1.0 0 0 6 0 -2 i
s3 0 0 0 0 3 9 1 0 4
X3 00 1 0 0 4 0. .-3 .I5
x3 0 0 -0 1 0 -8 0 --2° 10
sy 0 0 0 0 ! 5 6 -5 6

3.  Rumuskan permasalahan Programasi Linear koperasi ini!
- b. Berdasarkan tablo di atas, t'ariklph simpulan mengenai penyelesaian akhir
persoalan yang dihadapinya, :
c. . Berapa unit bahan/masukan 4, B, C dan D yang tersed:a di koperas: tersebut
masing-masing? .
d. Secbutkan bahan mana saja yang merupakan sumberdaya langka" dan yang
" merupakan ' sumberdaya berlebih™,

Sebutkan sclengkap mungkin sifat-sifat dari matriks-balikan (inverse) yang saudara
ketahui!
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Mata Kuliah : Matematika I

Dosen : Drs. Dumairy, M.A.
Hari, tanggal Selasa, 25 Oktober 199
Waktu : 90 menit :

Bila diketahui titik A (-1, 3) dan B (3, --1), maka:

a) Carilah persamaan garis yang melalui titik A dan B!

b} Berapa gradien (curam) garis tersebut?

¢} Hitunglah jarak antara titik A dan titik 5.

d) Apakah garis tadi melalui titik C(1, 1) dan D (2, 2)? T
) \_

Kurva penawaran produsen untuk suatu barang ditunjukkan oleh persamaan 9P -50

= 405. Produsen tersebut menghadapi konsumen yang kebutuhan maksimumnya 50
unit dan bila produsen menjual dengan harga Rp 90,00 maka konsumen tidak ada
yang mau membeli barangnya.

a) Tunjukkan fungsi permintaan yang dihadapi oleh produsen!

b) Berapakah jumlah dan harga keseimbangannya?

¢) Berapakah penerimaan produsen dari penjualan barangnya?

d) Apakah fungsi permintaan dan penawaran saling berpotongan tegak lurus?

Fungsi permintaan dan penawaran akan suatu jenis barang tertentu ditunjukkan oleh
persamaan: -

Qd =1500- 10P dan Qs = 20P — 1200 ]

Setiap barang yang dijual dikenakan pajak sebesar Rp 15,00 per unit. Pertanyaan:
a) Berapakah harga dan jumlah keseimbangan sebelum ada pajak?

b) Berapakah harga dan jumlah keseimbangan setelah ada pajak?

¢) Berapakah beban pajak yang ditanggung produsen?

d) Berapakah penerimaan pemerintzh dari pajak?

Dari suatu penelitian yang dilakukan terhadap Pak Tulkiyo, diketahui bahwa
MPC-nya sebesar 0,75 dan konsumsi minimumnya sebesar Rp 12.000,00 per
bulan. Dari data tersebut hitunglah: -

a) Berapa pendapatan impasnya (tabungannya nol)?

b) Bila tabungannya sebesar Rp 10.000,00 per bulan, berapakah tingkat pen-
dapatannya? -

¢) Berapa pula besar konsumsinya pada soal b) di atas?

d) Gambarkan grafiknyat
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Tentukan dy/dx untuk persamaan-persamaan berikut:
a) y =(Tx+ 10=5x1)3 ) dxy-x2+3y2-60=0
b) x =5y+9-3y2 d) y =8¢

Seorang importir mengeluarkan biaya sebesar (0,50 - 20) untuk setiap unit barang
yang diimpornya; Q melambangkan kuantitas impor. Di samping itu, ia juga
harus mengeluarkan bjaya sebesar 2200 untuk perawatan aktiva-aktiva tetapnya.
Pasar dalam negeri untuk barang yang bersangkutan berstruktur persaingan sem-
purna, dengan harga jual 100 per unit.

a) Berapa unit barang harus dumporilerjual agar keuntungan importir itu
maksimum? . 4

b) Untuk melindungi industri dalam negen pémermtah mengenakan bea masuk
sebesar 25 atas setiap unit barang yang diimpot. Berapa profit si importir yang
"hilang" akibat kebijaksanaan proteksi pemerintah?

- ¢)  Hitunglah nilai penerimaan total pemerintah dari importir tersebut!

d)  Andaikan untuk membatasi impor pemerintah bukan mengenakan bea masuk,
melainkan menetapkan harga jual di dalam negeri menjadi 80 per unit barang.
Apa yang dialami oleh sang importir? Jelaskan!

Biaya total tahunan (dalam jutaan niplah) yang dikeluarkan oleh sebuah Wartel

- diketahui berpola seperti "kurva belajar”, dan ditunjukkan oleh persamaan:

C =25 -10e=0,21 C: biaya
t: indek tahun

a) - Berapa juta rupiah investasi awalnya?

b) Hitunglah biaya tahunan yang dikeluarkan oleh Wartel itu pada tahun ke-7
operasinya!

¢) Berapa rupiah kenaikan/penurunan (tegaskan salah satu') biaya totalnya dari
tahun ke-3 ke tahun ke-4?

Seorang calon investor memperkirakan bahwa proyek yang akan dibangunnya akan
menelan biaya total (meliputi pengeluaran investasi dan pengeluaran operasional)
sebesar Rp 820 juta selama umur ekonomisnya (10 tahun), dan mendatangkan
manfaat total senilai Rp 850 juta. Berdasarkan perbandingan ini, ia memutuskan
untuk melaksanakan rencana investasinya.

Bagaimana pendapat saudara mengenai keputusan calon investor tersebut, benar/
tepat ataukah tidak? Jelaskan!

<
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